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1.Introducao ao Planejamento de
Experimentos

José Luis Duarte Ribeiro
Carla ten Caten

A metodologia conhecida como projeto de experimentos foi introduzida por Fischer em 1935 e
inicialmente aplicada a experimentos de agricultura. Posteriormente, essa metodologia difundiu-
se rapidamente em campos como Agronomia, Biologia, Engenharia Quimica, Engenharia
Industrial e Engenharia da Qualidade. Atualmente, Projeto de Experimentos tem sido aplicado
virtualmente em todas as areas de conhecimentos.

Trata-se de uma metodologia apoiada fortemente em conceitos estatisticos, destinada a otimizar
o planejamento, execucao e analise de um experimento. O uso de Projeto de Experimentos
permite que se estruture a sequéncia de ensaios de forma a traduzir os objetivos preestabelecidos
pelo pesquisador. A eficiéncia de experimentos projetos é superior em termos de informacéo a
qualquer outra seqiiéncia nao estruturada de ensaios.

Na verdade, devido as decisdes importantes que derivam dos resultados experimentais, e ao
custo dos experimentos, ndo é recomendavel buscar a solugdo de um determinado problema
confiando apenas na intuigao.

A metodologia de Projeto de Experimentos é utilizada na Otimizagdo de um sistema. Entende-
se por sistema, qualquer produto, processo ou servigo. Um sistema é avaliado por indicadores
de desempenho, ou seja, caracteristicas de qualidade resultantes da operacdo do mesmo. Por
exemplo, as caracteristicas de qualidade avaliadas em um sistema podem ser produtividade,
custos, caracteristicas dimensionais, entre outras.

Em um sistema, existem parametros do sistema (do produto, do processo ou do servigo) que
podem ser alterados durante sua execucdo. Por exemplo, em um produto pode-se alterar o tipo
de material e suas caracteristicas dimensionais, em um processo pode-se alterar a temperatura e
a pressdo e em um servigo pode-se alterar o nimero de funcionérios e o layout. A alterago
desses parametros pode afetar as caracteristicas de qualidade resultantes do sistema.

Existem ainda os fatores de ruido, ou seja, fatores que podem influenciar o desempenho do
sistema, no entanto ndo consegue-se controla-los. Os fatores de ruido s&o, por exemplo, a
temperatura e umidade do dia, o desgaste das ferramentas e a habilidade e cansaco do operador.
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Avalia o desem -
penho do sistema

Input Caracteristicas de qualidade
SISTEMA

Parametros Fatores de Ruido
do Sistema

v

»
>

Figural.  Esquema de um sistema

1.1. OBJETIVO CENTRAL DO PROJETO DE EXPERIMENTOS:
Achar o ajuste 6timo dos parametros do sistema de forma a:

e Maximizar o desempenho do sistema
e Minimizar custos
e Tornar o desempenho do sistema pouco sensivel ao efeito dos fatores de ruido

Fazer isso, ...

o Definindo uma sequéncia de ensaios econdmica e eficiente
e Procedendo uma avaliacao estatistica dos resultados

= Assegurar respaldo cientifico

= Maximizar as informac6es obtidas

1.2. FASES DO PROJETO DE EXPERIMENTOS

| OUVIR A VOZ DO CLIENTE |

J

| OUVIR A VOZ DO ESPECIALISTA |
J

| PLANEJAMENTO FINAL E EXECUCAO |
J

| ANALISE |
J

| OTIMIZACAO |

1.2.1. Trabalho de Equipe:

O trabalho em equipe exige:
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e Conhecimentos Mercadoldgicos
e Conhecimentos Técnicos
e Conhecimentos Estatisticos

O que seré visto:
— Introducdo ao Projeto de Experimentos
— Comparacdo de varios grupos
— Projetos fatoriais com dois fatores
— Generalizacao dos projetos fatoriais
— Blocos Aleatorizados e Quadrado Latino
— Projetos fatoriais do tipo 2k
— Experimentos fatoriais confundidos em bloco
— Experimentos fatoriais fracionados

— Metodologia de Superficie Resposta

1.2.2. Terminologia
Caracteristicas de Qualidade

e Todas as caracteristicas do produto que o cliente percebe como importantes.

Variaveis de resposta

e  Aspectos do produto que podem ser medidos e que permitem quantificar as
caracteristicas de qualidade.

Caracteristicas de qualidade do tipo nominal-é-melhor (por exemplo, caracteristicas
dimensionais) tendem a apresentar uma distribuicdo de probabilidade aproximadamente
simétrica, pois as causas de variabilidade geram valores que podem se afastar tanto para cima
como para baixo do alvo. Elas apresentam tolerancias bilaterais.

LIE LSE

Caracteristicas de qualidade do tipo maior-é-melhor (por exemplo, resisténcia mecénica)
tendem a apresentar uma distribuicdo de probabilidade assimétrica a esquerda, pois muitas
vezes existem limita¢Oes tecnoldgicas que dificultam a obtencgdo de valores altos, enquanto que
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muitos causas de variabilidade podem gerar valores baixos. Elas apresentam apenas Limite
inferior de especificacdo-LIE.

LIE

Caracteristicas de qualidade do tipo menor-é-melhor (por exemplo, nivel de ruido)
tendem a apresentar uma distribui¢do de probabilidade assimétrica a direita, pois muitas
vezes existem limitagcOes tecnolégicas dificultando a obtencéo de valores baixos,
enquanto que muitos causas de variabilidade podem gerar valores altos. Elas apresentam
apenas Limite superior de especificacdo-LSE.

LSE

Parametros do processo

e Todas as variaveis da linha de producéo que podem ser alteradas e que talvez
tenham um efeito sobre as varidveis de resposta.

Fatores controlaveis

e Sdo um subconjunto dos parametros do processo; sao aqueles parametros do
processo que foram elegidos para serem estudados a varios niveis no
experimento.

Fatores constantes

e Sdo os parametros do processo que ndo entram no experimento e que sdo
mantidos constantes durante o experimento.

Fatores ndo controlaveis (Ruido)

e SAo as varidveis que nao podem ser controladas pela equipe técnica. Sao
responsaveis pelo erro experimental ou variabilidade residual ou variancia do
erro.

Importante

e Se um fator (varidvel importante) nao for considerado como um fator controlavel
(investigado a varios niveis) ou como um fator constante (fixo em um nivel), ele
ird se tornar um fator de ruido e inflacionar a variabilidade do erro tornando o
experimento pouco sensivel para a identificagdo de fatores significativos
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1.2.3. Relacéo entre a demanda de qualidade (cliente) e as variaveis de resposta
(engenharia)

Voz do Cliente Voz do Engenheiro
Caracteristicas Variaveis de
de Qualidade Resposta
Aspectos que Mensuraveis, quantitativas

podem ser vagos

1.2.4. Status dos parametros do processo dentro de um programa experimental:

Fatores Controlaveis Objeto de
) estudo
Parametros Fatores mantidos constante
do Processo
1.2.5. Relacao entre os fatores controlaveis e a resposta
Input —m8 Processo ou Produto Variavel de
Resposta
Parametros Fatores de Ruido
do Processo \
Definir o / Responsaveis pela
ajuste variabilidade
otimo

1.3. AS ETAPAS DE UM EXPERIMENTO
1.3.1. Ouvir avoz do cliente (0 qué)

e Pesquisa de Mercado
o Identificar as C.Q. de interesse
o Identificar a importancia relativa dessas C.Q.

1.3.2. Ouvir avoz do engenheiro (como)
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Definir variaveis de resposta associadas as C.Q.
Identificar outras variaveis de resposta de interesse
(em geral associadas a custos/produtividade)
Identificar os pardmetros do processo
Identificar o intervalo de variagéo dos P.P.
Identificar os fatores controlaveis

(F.C. =P.P. que podem afetar as V.R.)

Definir o nimero de niveis para cada F.C.
Definir possiveis interagdes entre os FC
Identificar as restricbes experimentais

- Numero méximo de ensaios

- Equipamento e RH disponiveis

- Tempo disponivel, etc.

Escolher o modelo estatistico do experimento

1.3.3. Planejamento final e execucdao

1.3.4. Anélise

Escrever a matriz experimental

Definir a ordem dos ensaios (aleatoriza¢ao)

Definir os procedimentos de ensaio (uniformizagéo)
Desenhar planilhas de coleta de dados

Executar o experimento e anotar resultados

Fazer a andlise de variancia

Escrever uma tabela de médias

Fazer gréaficos dos efeitos dos fatores principais
Fazer graficos das interagdes significativas

1.3.5. Otimizacéao

Modelar individualmente cada Variavel de Resposta
V.R.=f(F.C)
Definir uma funcéo objetivo:
L=fl(V.R) > L=f2(F.C)
Otimizar, isto €, achar o ajuste dos F.C. que minimiza/ maximiza L.
Verificar a consisténcia da solugao

1.3.5.1. Exemplo: Estudo experimental em solados de borracha.

1. Ouvir a voz do cliente

10



e Pesquisa de Mercado
O solado deve ser macio e duravel.

e Caracteristicas de Qualidade:

Projeto de Experimentos
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Designacao Tipo Importancia
Relativa
Flexibilidade Maior-é-melhor 1
Durabilidade Maior-é-melhor 1
2. Ouvir a voz do Engenheiro
e Variaveis de Resposta:
Designacéao Tipo Importédncia | Alvo
Relativa
Modulo de Elasticidade Menor-é-melhor 1 200
(kgf/cm?2)
Dureza superficial (kgf) Maior-é-melhor 1 25
Resisténcia a tracdo (Kgf/cm2) Maior-é-melhor 0.5 100
e Pardmetros do processo:
Designacao Intervalo de Unidade
Variagao
Quantidade de Talco 2ab g
Quantidade de 6leo 05a1 mi
Quantidade de Asfalto 05a1l g
Quantidade de Breu 2a4 u.v.
Quantidade de Fluxtec 10a20 u.v.
Tempo de mistura 30a60 min
Temperatura de mistura 60 a 80 0n
Tempo de resfriamento 30a120 min

e Fatores Controlaveis:
- Quantidade de Breu

- Quantidade de Fluxtec
- Tempo de mistura
- Temperatura de mistura

e Definicdo dos niveis dos fatores controlaveis:
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Fator No. niveis Niveis Unidade
Quantidade de Breu 2 2 4 u.v.
Quantidade de Fluxtec 4 10 13 16 19 u.v.
Tempo de mistura 3 30 45 60 Min
Temperatura de mistura 3 60 70 80 O

e Listar possiveis interacOes entre os fatores controléveis:
- Temperatura de mistura X Tempo de mistura
- Temperatura de mistura x Quantidade de Fluxtec

e Listar restriches experimentais

- Méximo 100 ensaios em funcédo de tempo e $
- Maximo 20 ensaios por dia

e Definir o modelo estatistico

- Um Projeto Fatorial Cruzado completo: 2 x 4 x 3 x 3 =72 ensaios

3. Planejamento final e execucéo

e Matriz experimental e ordem dos ensaios

Rodada | Ordem | Fator A | Fator B | Fator C | Fator D | Fator E | Fator F
1 54 1 1 1 1
2 23 1 1 1 2
3 18 1 1 1 3
4 9 1 1 2 1
72 17 2 4 3 3

e Procedimentos de ensaio

- Aleatorizar a ordem dos ensaios
- Fixar parametros do processo nao incorporados no experimento

- Observar sempre a mesma sistematica de ensaios, mesmas maquinas, operadores, etc.

12
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e Planilha de coleta de dados:
Ensaio:
Data : Operador:
1.3.5.2. Ensaio Fatores Controlaveis Variaveis de Resposta
Breu | Fluxtec | Tempo | Tempe- Modulo | Dureza Resist. a
Mistura | ratura de Superf. | Tracéo
Elast.
1 2 10 45 60
2 4 10 60 60
3 4 16 60 80
4 2 13 30 70
72 4 13 45 70
Obs:

e Execucdo do experimento

4. Andlise

Seréa o objetivo principal do curso

5. Otimizacéo

Esse assunto sera abordado frequientemente

1.4. EXERCICIO 1:

Escolher um aspecto da sua area de conhecimento que demandaria pesquisa experimental e
completar todas as fases do planejamento de um experimento seguindo o roteiro apresentado

abaixo.
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TITULO DO ESTUDO

Objetivos do Estudo

Equipe de Trabalho

A voz do cliente:

Listar a demanda de qualidade do cliente

Demanda de Qualidade

Importéancia

A voz da equipe técnica:

Listar as variaveis de resposta que avaliam quantitativamente a demanda de qualidade.

Variaveis de
Resposta

Tipo

Alvo
(unidades)

Especificagdes

Min

Max

Importancia

Y1:

Y2:

Y3:

Y4

Y5:

Listar todos os parametros do processo

Parametro
do processo

Ajuste
atual

Ajuste
Sugerido

Intervalo de
pesquisa

Facilid.
de ajuste

X1:

X2:

X3:

X4:

X5:

X6:

X7:

X8:

X9:

X10:
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Listar os fatores de ruido

Fatores de ruido
Z1.
Z2.
Z3:
Z4.
Z5:

Atribuir uma intensidade para as relacdes entre pardmetros do processo e variaveis de
resposta

Intensidade das relagtes e Valor numérico
interacdes
Inexistente
Fraca
Moderada
Forte

© wEr o

Rij = Relacfes XiY]
IE X1 |[X2 X3 [X4 |X5 |[X6 |X6 (X8 |X9 [X10

Y1
Y2
Y3
Y4
Y5
Y6

PRj

O formulario para os calculos é o seguinte:

PR] = ZRU X IEl
i

onde: Rj  relag8o entre a variavel de resposta i e 0 parametro do processo j
IE; indice de importancia para a variavel de resposta i

Listar os fatores controlaveis (subconjunto dos parametros do processo que foram
priorizados)

Fatores controlaveis PRj Num niveis Niveis reais
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Listar os fatores mantidos constantes e seu respectivos ajustes.

Fatores mantidos constantes

PRj

Ajuste

Listar possiveis interacdes entre os fatores controlaveis:

Listar restricfes experimentais

Planejamento final e execuc¢éo

Matriz experimental e ordem dos ensaios

Rodada | Ordem | Fator A

Fator B

Fator C

Fator D

Fator E | Fator F

Procedimentos de ensaio

16
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Planilha de coleta de dados

Ensaio:
Data : Operador :

Ensaio Fatores Controlaveis Variaveis de Resposta

Obs:

Obs:




2.Comparacao de Varios Grupos
(One-way Analysis of Variance)

José Luis Duarte Ribeiro
Carla ten Caten

2.1.1. Experimentos que envolvem:

e 1 Variavel de Resposta
e 1 Fator Controlavel a varios niveis

2.1.2. Objetivo:

Identificar se os valores da variavel de resposta medidos nos diversos niveis diferem entre si.

2.1.3. Existem 2 tipos de experimentos:

e Fatores Controlaveis a niveis fixos — E possivel repetir o ensaio tempos depois, basta
utilizar os niveis dos FC escolhidos.

(Por ex., 5 valores de temperatura)

e Fatores Controlaveis a niveis aleatorios - Nunca mais sera possivel ter os mesmos fatores
controlaveis.

(Por ex., 3 lotes escolhidos ao acaso)
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2.1.4. Disposicao dos dados:

Os dados sdo dispostos da seguinte forma:

Fator A Al A2 Ak

y11 Y12 Y1k

y21 y22 Y2k

. . Vi :

Yn1,1 Yn2,2 Ynk,k
Totais T, T1 T.o T.k T.=
No.Obs. nj nq no Nk N =
Médias ¥, Y, Y, Yi ¥ =

2.1.5. Exemplo a niveis fixos:

Um profissional deseja estudar se a temperatura ambiente influencia na produtividade dos

19

funcionarios. Para isso realizou trés medidas de produtividade (pecas/hora) em trés temperaturas

diferentes.
Fator controlavel
Temperatura —
— Niveis de fator controlavel
15°C 25°C 35°C
12 20 17
Repeticdes
13 19 16 rd

11 18

AN

Variavel de resposta: produtividade

Medicéo da variavel de resposta

Repeticdes: 3 valores para cada nivel

2.2. A ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

e A anélise de variancia é a metodologia estatistica que avalia a significancia dos diversos

fatores e interaces.

e Ha suposigdes béasicas para validar a analise de variancia:
Distribuigdo normal dos dados.

Aditividade dos efeitos.

n

= Homogeneidade das variancias (em cada grupo) - aleatoriedade dos erros.
|}

|}

Independéncia estatistica dos valores observados (sem correlacgdo).
Se as suposicdes de normalidade e homogeneidade néo forem satisfeitas, o resultado da

analise de variancia deixa de ser exato, e passa a ser aproximado.

e Em raras situacOes a suposicdo de aditividade dos efeitos ndo é satisfeita. Nesse caso, uma
transformacéo dos dados (log, V, etc.) pode recuperar a aditividade e permitir uma anélise

mais precisa.
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¢ Aindependéncia estatistica dos valores observados é obtida com o uso da aleatorizacéo.

2.2.1. Formulacdo matemética do problema:
Modelo Estatistico: Yij = wt 1)+ gjj

onde: p € amédia geral;
Tj é o efeito do grupo j;
&jj € um erro aleatorio.
2.2.2. Hipoteses:

HO: ndo ha diferencas significativas entre os grupos;

H1: ha diferencas significativas entre os grupos provocada pelo fatro controlavel investigado

Para o exemplo anterior,

Temperatura
15°C 25°C 352C

12 20 17

13 19 16

11 18 18
T; = 36 57 51 T =144
n; = 3 3 3 N =
Y, = 12 19 17 ?. ~ 16

Modelo Estatistico
Yl]= o + Tj+€£ij
20=16 + 3 +1

Os dados podem ser visualizados no gréafico abaixo:
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¥3=20 — N
’ , @ IK(YH_YJ )—LO 19=1
vy * a1 7 _ 7 )=19-16=3
— — _ _ - —_ E, = —
(FLLF }"_)—20—16 \4 ™ ] °
\ —
\ @ ¥Yi=17
e PR T-16
L
e ¥=12
®
15°C 250C 3500

Decomposicao dos residuos:

(y-v)= (¥,-7)+(%-7)
Elevando ao quadrado e somando:

2

x (Yij - ?) =Xn (7.]' - ?)2 + XY -V ))?
SQT = SQG +  SQR
Graus de Liberdade:
(N-1) = (K - 1) + (N — K)
Médias quadradas ou :
MQG = SQG /(K — 1)
MQR = SQR/(N — K)
Se nao ha diferencas significativas entre 0s grupos
E[MQG] = E[MQR]
O teste F compara as duas variancias:

Variancia entre grupos ~ MQG
Variancia dentro do grupo  MQR

calc —

Comparar F calculado com F tabelado, se o valor calculado for maior que o valor tabelado ( ou
valor-p <0,05), descarta-se Ho, ou seja, existe diferengas significativas entre 0s grupos provocada
pelo fator controlavel em estudo.
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O limite de decisdo é estabelecido usando os valores tabelados da distribuicdo F, ou seja:
Fa,k—l,N—k

onde:

o nivel de significancia (usualmente 0,05)

k-1: graus de liberdade do numerador (MQG)

N-k : graus de liberdade do denominador (MQR)

Sendo a o nivel de significancia (geralmente a =0,05 ou 5%), que é um valor aceitavel de se

cometer o erro do tipo | ( rejeitar Hq sendo que a hipdtese € verdadeira). O intervalo de confianga
na decisdo € (1- a)

Exemplo da Distribuigdo F 5520

S %o

s
1] i 2,71 Fsao
Distribuiciio F de Snedecor
Estatistica descritiva
Sumaério
Groups Count  Sum Average Variance
15°C 3 36 12 1
25°C 3 57 19 1
35°C 3 51 17 1
ANOVA
Fonte SS df MS F P-value  Fcrit
Entre grupos 78 2 39 39 0,000364 5,143253
Dentro grupo 6 6 1
Total 84 8
Formulas para os célculos:
TC = T?/N Termo de correcdo

SQT = Y (Y;;*) —TC
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$QG = ¥(T;*/nj) —TC
SQR = SQT — SQG

2.2.3. Tabela ANOVA:

Fonte SQ GDL MQ Teste F
Entre Grupos SQG K-1 MQG F =MQG /MQR
Dentro Grupos SOR N - K MQR

Total SQT N-1

2.2.4. Exemplo a niveis fixos:

Um pesquisador deseja investigar o efeito da temperatura do forno sobre o nimero de bactérias
contadas apds o processo de esterelizacdo. Os dados revelaram o seguinte:

Hipoteses:

e Ho: ndo ha diferencas significativas entre os grupos, ou seja, ndo ha efeito da temperatura

do forno;
e H1: ha diferengas significativas entre os grupos provocada pela temperatura do forno.
Temperatura 70 80 90 100 110
15,0 13,1 12,4 10,4 13,1
15,9 14,1 11,2 13,4 10,0
18,4 18,2 15,9 11,5 13,9
17,2 11,1 13,4 14,2 11,1
18,6 15,5 9,00 12,7 13,6
18,7 12,2 10,3 13,8 12,4
16,0 12,3 10,0 12,6 11,2
17,1 13,0 13,2 11,4 12,3
21,5 15,5 11,0 16,1 13,4
14,2 14,3 13,8 13,7 15,9
18,4 15,9 12,4 9,20 9,10
15,1 15,6 13,4 10,6 10,2
Totais 206,10 170,80 146,00 149,60 146,20 T..=818,7
No.Obs. 12 12 12 12 12 N=60
Médias 17,18 14,23 12,17 12,47 12,18 &
Y =1365

2.2.5. Céalculos iniciais:

TC =T..?/N = (818,7)?/60 = 11.171,1
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SQT = ¥(¥3) —TC = 11.608.2 — 11.171,1 = 437,1

(206,1)?
12

T3 (146)2
_ ]\ _ — e — =
SQG =) <_n,-) TC = [ ]+ +[ o ] 11.171,1 = 222,3
SQR = SQT — SQG = 437,1 —222,3 =214,8

2.2.6. Tabela Anova:

Fonte SQ GDL MQ Teste F Ftab
Entre Grupos 222,3 4 55,6 14,2 2,55
(Temperatura)
Dentro Grupos (Residual) 214,8 55 3,9
Total 437,1 59
F calculado > F tabelado
14,2 > 2,55

=>» Ha diferengas significativas entre os grupos, provocada pelo fator controlavel
temperatura do forno.

Comparacdo multipla de médias

1. Calcular o desvio padrdo das médias

onden, = (ng + np+...+np) /k
2. Calcular o limite de deciséo
Lg = 3x Sy = 3x0,57 = 1,71

3. Escrever as médias em ordem crescente ou decrescente e compara-las duas a duas. A diferenca
sera significativa se for maior que o L

Y,0=17,18 Ygo = 14,23 Yoo = 12,17 Y00 = 12,47 Y40 = 12,18
Y,0(17,18) — Yg,(14,23) = 2,95 > Ld = 1,71 Dif Signif.

Yg0(14,23) — Yo0(12,17) = 2,06 > Ld = 1,71 Dif Signif.

Yo0(12,17) — Y100(12,47) = 0,3 < Ld = 1,71 Dif Nao Signif.
Y100(12,47) — Y110(12,18) = 0,29 < Ld = 1,71 Dif No Signif.

4. Usar barras continuas sobre as médias que nao diferem entre si

Y0 =1718 Ygo = 14,23 Yoo = 12,17 Y90 = 12,47 Y;;0 = 12,18
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Bactérias
20 T——
15 R
10 -
5 4
0 T T T T
70 80 90 100 110

O ajuste 6timo considerando qualidade (bactérias) é temperatura 90, 100 ou 110.

O ajuste 6timo considerando qualidade (bactérias) e custo é temperatura 90 (mais barato).

2.2.7. Exemplo a niveis aleatérios:

Um pesquisador deseja investigar se a permeabilidade das lentes de uso flexivel fabricadas em sua
indUstria permanece uniforme ou ndo. Escolhe-se aleatoriamente trés lotes de producao e realizam-

Se ensaios:
Lote L1 L2 L3

61 60 60

62 61 63

64 58 59

62 58 64

63 60 62

63 59

60

Totais T 375,0 416,0 308 T..= 1099
Num. Obs. nj 6 7 5 N = 18
Médias Y| 62,50 59,43 61,60 7 - 61.06

2.2.8. Célculos iniciais:
TC = T2/N = (1099)%/18 = 67.100,06
SQT = = (Y?) — TC = 67.163,00 — 67.100,06 = 62,94
SQG = 2 (Tj/np)-TC =[(375)%/6]+...+[(308)* /5] — 67.100,06 = 32,53
SQR = SQT — SQG = 62,94 — 32,53 = 30,41
2.2.9. Tabela Anova:

Fonte SQ GDL MQ Teste F
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Entre Grupos (Lotes) 32,53 2 16,26 8,02
Dentro Grupos (Residual) 30,41 15 2,03
Total 62,94 17
F calculado > F tabelado
8,02 > 3,68

=>» Ha diferencas significativas entre os grupos, provocada pelo fator controlavel em estudo

Proximo passo: Estimar componentes de varia¢do

E[MQR] = o

2
E[MQG] = 6 + ngoy?

Assim as estimativas sao:

0% = MQR = 2,03
(MQG — MQR)/n. = 2,37

0% = d*+ 02 =440

o5

De formaque 2,37/4,40 = 54% da variabilidade total observada nos valores de permeabilidade
das lentes deve-se a diferencas "entre lotes™ e 2,03/4,40=46% deve-se a diferengas “dentro do lote”.

b5 ! !
64 * *
63 * *
B2 * *
ww
2 61 * &
o
9 :
g 90 * *
i
2 a9 * *
o
o a8 &
57
56
55
0 1 2 3 4

LOTES
2.3. EXERCICIOS:

2.1. Um engenheiro deseja investigar o efeito da concentracdo de catalisador sobre o tempo de
processo de uma mistura quimica. Para isso investigou quatro diferentes concentragdes e mediu o
tempo de processo da mistura. Os seguintes tempos de processo foram obtidas nas quatro
concentracdes:
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Catalisadores

1% 2% 3% 4%
56,7 56,3 53,0 54,4
58,2 55,9 51,2 53,0
57,2 54,5 54,2 51,4
58,4 57,0 53,2 51,5
55,8 55,3 53,3
54,9
Totais T..=
N N =
Médias Y =
Pede-se:

e Fazer a analise de Variancia e concluir a respeito do efeito dos catalisadores.

e Fazer uma comparacdo multipla de médias se for o caso.

e Fazer um gréfico de barras, indicando a concentracdo média obtida para cada catalisador e
concluir a respeito do que deve ser feito para (i) assegurar qualidade (menor tempo de
processo) e (ii) assegurar economia.

Célculos iniciais:

TC = T.2

IN =
2
Z(Yjj) =

SQT

= (Vi) - TC =

SQG
SQR

S (T /nj)-TC =

SQT - SQG =

Fonte SQ GDL MQ Teste F

Entre Grupos
(Catalisadores)

Dentro Grupos (Residual)

Total

F calculado =
F tabelado =

Efeito dos catalisadores é significativo ?
Comparacdo multipla de médias

(1) Calcular o desvio padrdo das médias

S, = JMQR/ n. =
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onden, = (ng + np+...+np) /k

(2) Calcular o limite de decisdo

Ld:3xSy =

(3) Escrever as médias em ordem crescente ou decrescente e compara-las duas a duas. A diferenca
sera significativa se for maior que o Lg

Yo-Yo=
Yo-Ye=
Yo -Ye=
Yo-Ye=
Yo-Yu=
Yo—Yy=

(4) Usar barras continuas sobre as médias que nao diferem entre si

2.2 Resultados de corpos de prova de concreto com adicdao de Microssilica indicaram os seguintes
resultados de resisténcia & compresséo:

Adicdo Resisténcia (MPa)
0% 28,1 26,5 24,3 23,8 28,5
5% 35,3 34,3 37,5 38,0 33,9
10% 39,8 44,1 42,3 39,2 44,8
15% 39,1 40,8 43,0 40,1 43,5

a) Indique se esse é um experimento a niveis fixos ou aleatorios.

b) Faca a analise da variancia e conclua a respeito do efeito da adicdo de microssilica.

c) Se for o caso, faga uma comparacdo multipla de médias.

d) Plote um gréafico de linha para a mediana.

2.3 Um engenheiro deseja que os azulejos produzidos em uma industria ceramica apresentem a

menor absor¢do de gua possivel. Os resultados de um experimento feito com trés tipos diferentes
de argila indicaram o seguinte:

Tipo de Absorgéo (gramas)

Argila
Al 141 112 128 122 102
A2 132 115 98 121 108 139 126
A3 135 122 158 143 155

a) Indique se esse é um experimento a niveis fixos ou aleatorios.
b) Faca a analise da variancia e conclua a respeito do efeito do tipo de argila.
c) Se for o caso, faga uma comparagdo maltipla de médias.

d) Plote um grafico de barras para as médias.
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2.4 Uma metaldrgica tem um grande nimero de fornos usados para fundi¢do de metais. A
temperatura desses fornos deveria ser a mesma. Para testar essa hipGtese foram feitas medicGes em
4 fornos escolhidos aleatoriamente. Analise os resultados e conclua a respeito de possiveis
diferencas entre os fornos.

Forno Temperatura
1 824 821 829 808 815
2 817 830 819 809 825
3 822 810 831 824 818
4 826 828 810 820 815

2.5 Um engenheiro industrial desenvolveu um modelo estocastico de simulagdo que prevé a
produtividade mensal em funcéo do intervalo de tempo entre manutencdes preventivas. Se esse
intervalo for muito curto, as maquinas estardo constantemente em manutencao e a produtividade
serd baixa. Se o intervalo for muito longo, havera quebras, exigindo manutengao corretiva, mais
demorada, novamente prejudicando a produtividade. Os resultados da simulagéo s&o.

Intervalo Produtividade
4 136 137 135 140 136
6 145 146 147 147 148
8 146 144 148 145 145
10 134 131 136 134 133
12 117 119 117 115 116

Faca a analise da variancia, plote um grafico de barras para a produtividade média e conclua a
respeito do intervalo 6timo para as intervencdes da manutencao produtiva.

2.6 Em uma industria quimica um catalisador € utilizado para acelerar um processo de deposi¢éo
metalica. Foi feito um experimento variando-se a concentragdo desse catalisador e anotando-se o
tempo necessario para completar o processo. Analise os dados usando a Tabela Anova. Depois
faca uma comparacdo multipla de médias, plote um gréfico de linhas e conclua a respeito da
concentracao ideal.

Concentracéo Tempos
10 18,8 19,0 184 196
15 125 12,0 13,2 126
20 106 11,1 10,8 11,7
25 11,2 104 10,1 10,6

2.7 Os técnicos de uma industria de alimento precisam diminuir ao maximo a quantidade de agua
livre presente no produto final. Eles realizaram ensaios substituindo um dos componentes por um
novo ingrediente (o ingrediente X), que ndo altera a qualidade do produto, mas que talvez tenha
melhores condicOes de absorcdo de agua livre. Analise os resultados obtidos usando a Tabela
Anova. Depois fagca uma comparacdo maltipla de médias, plote um gréfico de linhas e conclua a
respeito do % ideal para o ingrediente X. A proposito, o ingrediente X tem 0 prego um pouco
superior ao do ingrediente original.

% do componente X Atividade de 4gua

0 0,91 0,92 0,88 0,88
25 0,75 0,80 0,72 0,74
50 0,65 0,59 0,59 0,62
75 0,62 0,60 0,58 0,65
100 0,61 0,64 0,59 0,60




3.Projetos Fatoriais com Dois
Fatores

José Luis Duarte Ribeiro
Carla ten Caten

Exemplo do que muitas vezes se faz na industria: Uma empresa estava interessada em aumentar
o teor de pureza de uma substancia quimica. Os dois fatores mais importantes que
influenciavam o teor de pureza eram a temperatura e a pressao do reator.

Obijetivo: determinar os niveis de temperatura e pressdo que maximizassem o teor de pureza.
Como:

1. fixar a temperatura em 65 °C e variar pressdo;

2. fixar a melhor pressdo, variar a temperatura obtendo a resposta.

Neste exemplo os fatores foram testados um de cada vez

Temperatura fixada em 65°C Pressdo fixada em14,3 atm

F
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n -
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Grafico com os fatores

controlaveis testados um
de cada vez (5 niveis cada)




Temperatura (°C)

O correto seria testar os dois fatores simultaneamente cada um no minimo a dois niveis
totalizando 4 ensaios. Os niveis sdo estabelecidos em torno ds condi¢fes operacionais atuais:
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temperatura 68°C, pressdo 14,3 atm que resulta em uma pureza de 75%.

Caminho que conduz i
regiiio dc maior tror
depurezs

I
12

13 14 15 16

Pressio (atm)

Grafico com os FC testados ao
mesmo tempo (2 niveis cada)

Condicdes atuais Novo PPI'I'(O de
de operache operacéo (82%)

N

73°C |

Y
EY
3

63°C

CT
+1 ptm

13,3 atm

15,3 atm
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Muitos experimentos envolvem o estudo de dois ou mais fatores. Se todas as combinacdes de

niveis dos fatores sdo investigadas, entdo temos um projeto fatorial. Cada uma das possiveis
combinagdes de niveis ¢ chamada de “Tratamento” ou “setup”.

Por exemplo, sejam os dados da tabela a seguir:

Fator B
B1 B2 Média
Fator A Al 20 30 25
A2 40 52 46
30 41

O efeito de um fator principal é definido como a mudanca que aparece na variavel de resposta
quando se muda o nivel deste fator, independente dos niveis do outro fator

60

M 52

\

g —
=t

——B1
—-B2

30 %0
20 0/20/
10

0

Al

A2
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40+52  20+30
2 2

Assim, efeito de A = média A2 — média Al = =46—-25=21

Isto é, passando do nivel Al para o nivel A2 hd uma mudanca média na resposta de 21
unidades, independente dos niveis do fator B.

30+52 20+40

Similarmente, efeito de B = média B2 — média B1 = — =41-30=11
60
40 = ——Al

——A2
20 20

10

Bl B2

Isto é, passando do nivel B1 para o nivel B2 ha uma mudanca média na resposta de 11 unidades.

Em alguns experimentos a diferenca na resposta observada quando se modifica os niveis de um
dos fatores ird depender do nivel do outro fator. Por exemplo:

B1l B2

Al 20 40
A2 50 12

60
50

50 .
40 l\\AO /
30 S~ ——B1
20 4 T — B2
10 m 45
0

Al A2

Nesse caso, diz-se que ha uma interagdo entre A e B.

Os graficos de dois fatores sdo Gteis para esclarecer a natureza da interacao.
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Quando a interacdo ¢ forte, os efeitos principais tém pouco interesse pratico, por exemplo, para
esses dados:

50+12 20+40

Efeito A = média A2 — média A1 = . .

1
O fator A tem um efeito pequeno ? ERRADO!

O fator A tem um efeito pronunciado, mas esse efeito depende do nivel do fator B:

Em B1 Efeito de A

50 -20

30

Em B2 Efeito de A

12 - 40

-28

3.1. VANTAGENS DOS EXPERIMENTOS FATORIAIS

Comparar:
B1 B2 B1 B2
Al X X X X Al X X
A2 X X A2 X X
One-at-a-time Fatorial Cruzado

e Fatoriais cruzados sdo mais econdmicos;
o Fatoriais cruzados permitem que se avalie interacdes.

3.2. OS EXPERIMENTOS FATORIAIS DE DOIS FATORES (TWO-WAY ANOVA)
Os experimentos fatoriais mais simples envolvem dois fatores;

[P 4

Fator A com “a” niveis e Fator B com “b” niveis.

Cada repeti¢ao completa do experimento envolve “N=a x b” tratamentos (setups).

Fator B
1 2 b
1 Y111, Y112 Y121, Y122 Yib1, Yib2
’ Ylln ’ YlZn ) Ylbn
Fator 2 Y211, Y12 Y221, Y222 :
A , Youn » Yoon
a Yai1, Yai2 Yab1, Yab2
3 Yaln ’ ngn
3.2.1. Modelo estatistico:
i=1a
Yijk=p + 7+ Bj+(B); T Eijk i=1b
k=1,n

onde: n é a média geral;

T ¢ o efeito do i-ésimo nivel de A;
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B; é o efeito do j-ésimo nivel de B;
(tBi;) é o efeito da interagdo AB;

&jk € oerro aleatorio.

Suposicgoes: Ee;5—N(0,0)

3.2.2. Hipoteses a serem testadas:

Para o fator A: Ho:t; =0

H1:t;# 0 paraalgumi.
Para o fator B: Ho:B; =0
H1: B;# 0 para algum j.

Para a interacdo AB: Ho:tf;; =0

H1:7f;; # 0 paraalgum ij.

(T.)?

3.2.3. Formulario para os calculos da significancia de A, B, AB:TC = -

SQA = X(T.)° TC

bn
Rt
soB = 202 _1c
sQaB = 219 ¢ — 54 - 5B
X(Tijy
SQR= ) ¥ — =~

SQT = Zyizjk -TC

Verifica¢ao:
SQT = SQA + SQB + SQAB + SQR

3.3. ANALISE DE VARIANCIA PARA PROJETOS CRUZADOS DE 2 FATORES

Fonte de Soma de Médias

Variagdo |Quadrados GDL Quadradas Teste F

A SQA (a-1) MQA MQA/MQR
B SQB (b-1) MQB MQB/MQR
AB SQAB (a-1)(b-1) MQAB MQAB/MQR
Erro SQR ab(n-1) MOQR

Total SQT abn-1

34
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Observac@es importantes:
O Valor esperado da MQR é igual a variancia:
E(MQR) = &?

Se um fator ou interacdo ndo é significativo, o valor esperado do MQ fator € igual ao valor
esperado da MQR.

Se um fator ou interacdo é significativo, o valor esperado da MQ fator sera maior que o valor
esperado da MQR.

Calcula-se o teste Fcalc
Variancia entre grupos ~ MQG
Variancia dentro do grupo MQR

calc —

O valor de Ftabelado é:

Ftab = Fa GL,

’ numerador®ldenomnador

Se F calculado > F tabelado ou valor-p<0,05 (5%) —Efeito correspondente é
significativo

3.3.1. Exemplo

Suspeita-se que a maxima voltagem de saida de um tipo de bateria é afetada pelo material usado
nas placas e pela temperatura. Quatro repeticdes completas de um experimento fatorial
completo foram rodadas em laboratdrio e os seguintes dados foram obtidos:

Material Temperatura (B)
(A) 50 65 80 Ti.. =
1 130 155 34 40 20 70 998
74 180 539 80 75 229 82 58 230 (83,17)
(134,75) (57,25) (57,50)
> 150 188 151 137 50 100 1455
159 126 623 121 130 539 83 60 293 (121,25)
(155,75) (134,75) (73,25)
3 138 110 174 120 96 104 1501
168 160 576 150 139 583 82 60 342 (125,08)
(144,00) (145,75) (85,50)
Tj. = 1738 1351 865 3954
(144,83) (112,58) (72,08) (109,83)
C (3954)° 434281
=g =

_ (998)*  (1455)*  (1501)

17 12 T 434281 = 12888

SQA
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— 434281 = 31892

B
5Q 12

1738)2 1351)2 865)2
L A7y, assy®, @65

_(539) (229 (342)°

12

SQAB
Q 4

4

SQT = Z%’zjk — 434281 = 71611

SQR =71611 — 12888 — 31892 — 8187 = 18644

3.3.2. Anélise de variancia

—434281-12888 -31892 = 8187

Fonte de Soma de Médias

Variacao Quadrados | GDL Quadradas Teste F F tab
Material 12888 2 6444 9,3 3,35S
(A)

Temper. 31892 2 15946 23,1 3,35S
(B)

AB 8187 4 2047 3,0 2,73 S
Erro 18644 27 691

Total 71611 35

FtabA = I:0,05;2;27 =335

O efeito do Material, da Temperatura e da interacdo Material x Temperatura s&o significativos.

3.3.3. Grafico de Interacao

Quando a interacgdo € significativa, a otimizacdo deve ser realizada pelo gréafico de dois fatores
pois os efeitos principais podem estar mascarados.

50

Material

200
g 150 K ﬁ\ ——1
)
> 100 —&—2
5 ‘Qg ——3
g 50
0
50 65 80
Temperatura
200
. 150 — —e— 50
o "/—//"/_. —m— 65
8 100 —4&— 80
o
E Y
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3.4. COMPARACAO MULTIPLA DE MEDIAS (CMM)

Se apenas os efeitos principais sdo significativos, a CMM deve ser realizada para cada fator
individualmente. Nestes casos,o calculo do Sy para os fatores A e B sdo:

SYi.. = \ MbQR SY.j. = \’ MOR
n an

Se a interacdo é significativa (independentemente se os fatores principais sdo ou ndo
significativos)

e CMM somente para a interacdo

e As comparacdes devem ser feitas no grafico de dois fatores fixando-se um nivel de um
dos fatores e comparando as médias dos niveis do outro fator.

e Usar grafico de linhas

Neste caso 0 Sy para o efeito de interacdo AB é:

s, = IMQR
ij. n

No exemplo, a interagdo AB foi significaiva, a otimizacéo sera realizada no grafico de dois
fatores. Como a variavel de resposta é do tipo nominal-é-melhor, investiga-se se ha DS entre as
médias obtidas com os trés tipos de materiais para a Temperatura de 65°C

(i) Médias em ordem crescente:
y,, = 57,25 (material 1)

Y,, = 134,75  (material 2)
V5, = 145,75  (material 3)

(ii) Desvio padrdo das médias:

o = o =P Teorema do limite central
=

Jn

Sy= YMOR_ YL _ 20243

YT W T A

(iii) Limites de deciséo
Lg =3 xS85; =393

(iv) Comparacéo duas a duas:
V3, — Y, = 145,75 -134,75 = 11,0 DNS
Y3 — Vi, = 14575 — 57,25 = 885 DS
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Yoy — Y1, = 134,75 —57,25 =77,5 DS

y32 ?22 y12

O resultado da otimizacdo indica que se deve utilizar as placas de material 2 ou 3 para se obter a
méaxima voltagem.

3.5. TESTE DAS SUPOSICOES DO MODELO:

gy — N(0,0)

% Acumulada RESIDUOS

99.9 | 00T T
99 1ot THpr bty
95 <] 1 A A A
80 250 g ey
50 Of— ]
20 E L
5 S0P
1 Ay
0.1 (1] eRE e S33Y SR EAtt

-70-50-30-1010 30 50 40 60 80 100 120 140 160
RESIDUOS VALORES PREVISTOS

3.6. EXPERIMENTOS SEM REPETICAO

Lembrando, o nimero de GDL do termo de erro vem dado por:

GDL=ab(n-1)
Se ndo ha repeticBes do experimento, isto €, se n=1, ndo sobram GDL para calcular de modo
independente a MQR.
SQR . .
QR = ab(n—1) — Indeterminado se o denominador é zero.
MQG . .
al = MQG —> Logo Fcalc também sera indeterminado.
MQR

Contudo, se ha motivos para acreditar que a interacdo AB ndo € significativa, entao:
E(MQAB) = E(MQR)

E é possivel fazer a analise usando a MQAB como uma estimativa do termo de erro:
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Fonte de Soma de Médias
Variacdo Quadrados GDL Quadradas Teste F
A SQA (a-1) MQA MQA/MQAB
B SQB (b-1) MQB MQB/MQAB
Erro (AB) SQAB (a-1)(b-1) MQAB
Total SQT abn-1

3.6.2. Exemplo:

Um pesquisador acredita que a resisténcia a tracdo de certos corpos de prova de argamassa
depende da % de microssilica utilizada na sua fabricacdo e do operador que confecciona os CPs.
Os dados revelaram:

% de Microssilica
Operador 0 5 10 15 20 Totais
1 4 5 6 5 3 23
2 1 3 4 3 2 13
3 1 1 3 2 1 8
Totais 6 9 13 10 6 44
3.6.2.1. Analise de variancia
Fonte de Soma de Médias
Variacédo Quadrados GDL Quadradas Teste F F tab
Operador 23,33 2 11,67 46,7 4,46 S
% Micros. 11,60 4 2,90 11,6 3,84 S
Erro (AB) 2,00 8 0,25
Total 36,93 14
% Mlicrosilica
5
“ A
ie N
. < .
- // \\
2 < » —— Média
1,5
1
0,5
o
o] 5 10 15 20
Nivel Média Diferenca | Valor da dif Limite
0 2,0 0-5 1,0 > L.d=0,87
5 3,0 5-10 1,3 > Ld=0,87
10 4,3 10-15 1,0 > Ld=0,87
15 3,3 15-20 1,3 > Ld=0,87
20 2,0

Como a resisténcia é do tipo maior-é-melhor, o melhor % de microssilica é 10%



Projeto de Experimentos 40
3. Projetos Fatoriais de Dois Fatores

EXERCICIOS

3.1. A resisténcia a tracdo de um produto de papel (Y) parece estar relacionada a % de madeira
escura (A) presente na polpa e a Temperatura (B) dos rolos de manufatura. Dados experimentais

revelaram:
Temperatura dos rolos (B)
% de 0 5 10 15 Totais
Madeira
escura
5% 15 13 23 27 32 33 34 38
10% 31 28 38 39 43 40 41 39
Totais 514

Pergunta-se:

Qual a variavel de resposta ?

Quais os fatores controlaveis e Qual o nimero de niveis dos fatores controlaveis ?
Faca a analise de variancia e indique quais os efeitos significativos ?

Faca um gréafico de dois fatores.

O que fazer para assegurar qualidade ? (Resisténcia maior-é-melhor)

O que fazer para assegurar economia ? (Supor que um aumento na % de madeira escura ou na
temperatura dos rolos implica maior custo)

Solucéo:

a) Variavel de resposta:

b) Fatores controlaveis e nimero de niveis
c) Anélise de variancia

TC=

SQA =

SQB =

SQAB =

SQR =

SQT =
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Fonte SQ GDL MQ F calc. Ftab. Signif. ?

% Madeira esc. (A)
Temperatura  (B)
AB

Erro

Total

Efeitos significativos:

d) Grafico de dois fatores

Resisténcia a tragéo

40

30

20

10

0

e) Tomada de deciséo

3.2. Um engenheiro esta estudando a rugosidade (menor-é-melhor) do acabamento superficial
de pecas metalicas produzidas por trés maquinas (A1, A2, A3). Essas maquinas podem
trabalhar em duas velocidades (B1 = 10 partes/min. ou B2 = 15 partes/min.). Os dados
revelaram os seguintes valores de rugosidade superficial:

Al A2 A3 Totais
B1 33,2 32,6 34,3 32,7 33,4 315 36,3 38,5 38,7
B2 36,6 355 37,4 37,2 38,6 36,6 39,6 42,6 43,1

Totais

a) Qual a varidvel de resposta e quais os fatores controlaveis ?
b) Faca a analise de variancia e conclua sobre a significancia dos fatores em estudo;
c) Plote um gréfico relacionando os fatores controlaveis com a resposta medida;

d) Com base nos resultados da Anova, indique o que vocé pensa que poderia ser feito para
maximizar a qualidade.

3.3. Os dados a seguir representam os tempos de montagem obtidos em um estudo que envolveu
trés operadores e dois layouts para os postos de trabalho.
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Operador 1 Operador 2 Operador 3 Totais
Layout 1 17,4 18,3 18,8 17,6 16,8 15,7
18,2 17,5 15,7
Layout 2 16,8 15,5 15,2 16,4 15,0 13,6
15,7 16,2 13,7

Totais

a) Qual a variavel de resposta e quais os fatores controlaveis ?

b) Faca a analise de variancia e conclua sobre a significancia dos fatores em estudo;

c) Plote um gréfico relacionando os fatores controlaveis com a resposta medida;

d) Com base nos resultados da Anova, indique o que vocé pensa que poderia ser feito para

maximizar a produtividade.

3.4. Um Engenheiro de alimentos esta tentando ajustar o percentual de gordura do produto final.
O valor ideal é 10%, mas o engenheiro sabe que esse valor depende da vazdo de gorduras e,
talvez da origem da matéria prima. Analise os dados a seguir, usando a Anova e um gafico de
dois fatores, e conclua sobre o0 melhor ajuste para esse processo.

Uruguai Oeste do RS Sta. Catarina Totais
Vazao =30 11,5 11,2 11,7 9,9 10,2 9,8 9,2 9,5 89
Vazao =50 12,7 13,3 12,9 11,7 11,3 11,4 10,2 10,5 10,5

Totais




4.Generalizacao dos Projetos
Fatoriais

José Luis Duarte Ribeiro
Carla ten Caten

Os resultados do Projeto Fatorial de 2 fatores podem ser estendidos para o caso onde ha varios

fatores:
Fator A, a niveis
Fator B, b niveis
Fator C, ¢ niveis

n observagoes por parcela
O numero total de observagesé N=axbxcx...xn

4.1. MODELO ESTATISTICO:

Vijki=p+Ti + B+ Ve + @B ij + @ik + BY)j + (TBY)iji + Eiju

i=1a

ji=1b

k=1,c

I=1,n

onde: u ¢ a média geral;
T; é o efeito do i-ésimo nivel de A,
B; é o efeito do j-ésimo nivel de B;

(zBi;) € oefeito da interagdo AB;

EKL é o erro aleatorio.

Suposicoes: eykr = N(0,0)



4.1.1. HipoGteses a serem testadas:

Para o fator A:

HO:Ti =0

H1: 7;# Opara algumi.

Para a interagdo AB:

Para a interagdo ABC:

HO:Tﬁi]' =0

H1:7p;;# 0 paraalgum ij.

Ho: Tﬁ)/ijk =0
H1: Tﬁ)/y"k# 0

4.1.2. Formulario para os calculos
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_ (@A _ @)t
Te = aben’ SQA = ben re
s =20L) _ rc, sQc = ZLL_ ¢
acn abn
2
T;;
SQAB = —Z( i) —TC —SQA—SQB
cn
T. 2
soac = 0wl _ e _s04_soc
bn
T )?
SQBC = 2Ty ) _ TC — SQB — SQC
an
)2 T )’
SQABC = @ —TC—SQA—SQB—SQC —SQAB — SQAC — SQBCSQR = nyjkl - ¥
VERIFICACAO
SQT = SQA + SQB + SQC + SQAB +.... + SQR
4.1.3. Tabela anova para projetos cruzados de 3 fatores
Fonte de Soma de Médias
Variacdo Quadrados GDL Quadradas Teste F
A SQA (a-1) MQA MQA/MQR
B SQB (b-1) MQB MQB/MQR
C SQC (c-1) MQC MQC/MQR
AB SQAB (a-1)(b-1) MQAB MQAB/MQR
AC SQAC (a-1)(c-1) MQAC MQAC/MQR
BC SQBC (b-1)(c-1) MQBC MQBC/MQR
ABC SQABC (a-1)(b-1)(c-1) |MQABC MQABC/MQR
Erro SOQR abc(n-1) MQR
Total SQT abcn-1

significativo

Se F calculado > F tabelado ou valor-p<0,05 (5%) — Efeito correspondente é
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Observacoes:
O Valor esperado da MQR é igual a variancia:
E(MQR) = ¢°

Se um fator ou interacdo ndo é significativo, o valor esperado de sua MQ fator é igual ao valor
esperado da MQR (erro).

Se ndo houver repeticdes (n = 1) uma possibilidade é usar a MQ da interacdo ABC como
estimativa da MQR.

4.1.4. Exemplo

Um fabricante de refrigerantes esta estudando o efeito da % de carbonatacéo (A), pressdo de
enchimento (B) e velocidade da linha (C) sobre o volume do refrigerante. Os dados revelaram:

Tabela com as somas e médias entre paréntesis para elaboracdo dos gréaficos de dois fatores

Presséo de Enchimento (B)
20 psi 25psi
%Carbonatagio Velocidade (C) Velocidade (C) Ti
(A 100 120 100 120 o
-1 0 -3 -1 1 1 -1 0
10 -4
(1) (-4) 3] (-1)
2 1 0 1 6 5 2 3
12 20
®) () 1) ()
7 6 5 4 10 11 7 9
14 59
(13) 9) (21) (16)
Tj. 21 54
T. k. T.1.=49;T.2.=26 T...=75
Tij.. Ti.k. T.jk.
B C C
A 20 25 A 100 120 B 100 120
0 -5 (-1,25) 1(0,25) 0 1(0,25)  -5(-1,25) 0 15(2,50) 6 (1,00)
2 4 (1,00) 16 (4,00) 2 14(3,50) 6 (1,50) 5 34(5,67)  20(3,33)
4 22 (5,50) 37 (9,25) 4 | 34(8,50)  25(6,25)
Tij.. Ti.k. T.jk.
B1(20) B2(25) C1(100)  C2(120) C1(100)  C2(120)
A1(10) 5 1 -4 AL(10) 1 -5 -4 B1(20) 15 6 21
A2(12) 4 16 20 A2(12) 14 6 20  B2(25) 34 20 54
A3(14) 22 37 59  A3(14) 34 25 59 49 26

21 54 49 26
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52

TC =
abcn

= 234,375

(=02 + (2002 + ..+ (59)?

SQA
¢ 8

—TC = 252,750

(=5)2+ (4)? + ..+ (37)?
4

SQAB = —TC — SQA — SQB = 5,250

(—1D?2+(3)?%+ ..+ (16)2

SQABC =
Q 2

—TC—-SQA—-SQB—-SQC —SQAB — SQAC — SQBC = 1,083

4.1.5. Tabela Anova

Fonte SQ GDL MQ F calc. F tab.
A: % Carb. 252,75 2 126,38| 178,4 * 3,89
B: Presséo 45,38 1 45,38| 64,1* 4,75
C: Veloc. 22,04 1 22,04 31,1* 4,75
AB 5,25 2 2,63 3,7 (%) 3,89
AC 0,58 2 0,29 0,4 3,89
BC 1,04 1 1,04 1,5 4,75
ABC 1,08 2 0,54 0,8 3,89
Erro 8,50 12 0,71

Total 336,63 23

4.1.6. Graficos de dois fatores
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4.1.7. Projetos com fatores aninhados
Considere o seguinte experimento:
Materiais
1 2 3
Temperatura Temperatura Temperatura
50 75 100 50 75 100 50 75 100
XX XX X X XX XX XX XX XX XX

47
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Trata-se de um projeto fatorial cruzado, cuja tabela também poderia ser apresentada como:

Materiais
1 2 3
50 X X X X X X
Temper. 75 X X X X X X
100 X X X X X X
Mas agora vamos analisar o seguinte experimento:
Materiais
1 2 3
Temperatura Temperatura Temperatura
40 50 60 100 120 140 60 75 90
X X X X X X X X X X X X X X X X X X

Agora, Materiais e Temperatura n&o estéo cruzados

Conforme o material (Fator A), os niveis de Temperatura (Fator B) sdo diferentes.

Nesse caso temos um experimento com Fatores Aninhados.

Diz-se que os niveis do fator B estdo aninhados dentro dos niveis do fator A

N&o é possivel verificar a existéncia de uma interacdo AB.

4.2. MODELO ESTATISTICO:

Yijk = 4+ 7Ti + Bji) + Sijk

Como fazer o calculo das Médias Quadradas ?

— Usar o mesmo formulario do Projeto cruzado.

— Aglutinar algumas Somas Quadradas para fazer a analise correta

Projeto Fatorial
A e B cruzados

Projeto Fatorial Aninhado
B aninhado em A

SQ GDL SQ GDL MQ F
SQA (a-1) SQA (a-1) MQA MQA/MQR
SQB (b-1) SQB(A) a(b-1) MQB(A) MQB(A)YMQR
SQAB  (a-1)(b-1) ( SQB + SQAB)

SQR ab(n-1) SQR ab(n-1) MQR

SQT abn-1 SQT abn-1
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4.3. EXPERIMENTOS COM FATORES ANINHADOS E CRUZADOS

Em certos experimentos pode ocorrer de alguns fatores estarem cruzados e outros aninhados.

4.3.1. Exemplo

Uma fébrica tem produzido azulejos que tém se mostrado muito quebradigos (baixa resisténcia a
tracdo). Os engenheiros desconfiam que 3 fatores podem afetar a resisténcia:

A: Quantidade de Feldspato
B: Tipo de Aglutinante (3 fornecedores)
C: Quantidade de Aglutinante

Decide-se rodar um experimento envolvendo esses fatores. Observa-se que cada fornecedor de
aglutinante sugere uma quantidade ideal de aplicacdo de seu produto. Mas como a quantidade
de aglutinante pode afetar a resisténcia a tracdo, usa-se dois niveis deste fator: um nivel 10%
abaixo da indicagdo do respectivo fornecedor e outro 10% acima. Os ensaios revelaram:

Tipo de Aglutinante

Bl B2 B3
Quantidade Quantidade Quantidade
C1(9) C2(11) C1(18) C2(22) C1(27) C2(33) Ti...
Al 10,0 13,4 13,6 13,7 13,5 14,4
11,0 12,6 11,0 12,4 10,2 11,0 146,8
A2 14,8 13,9 13,8 16,7 12,3 14,7
16,5 15,6 15,0 14,9 15,5 13,6 177,0
A3 17,2 17,6 18,0 16,6 14,5 13,7
14,4 19,4 17,6 17,0 18,8 15,6 200,4
Tj.. 176,1 180,3 167,8 524,2
Tk = T.1.=2577; T..2.=266,5
Tij.. Ti.k. T.jk.
B1 B2 B3 C1 C2 Cl C2
Al 47,0 50,7 49,1 Al 69,3 77,5 Bl 83,9 92,2
A2 | 60,5 604 56,1 A2 87,9 89,1 B2 | 89,0 91,3
A3 | 68,6 692 626 A3 | 1005 99,9 B3 | 84,8 83,0
TC =(524,2)2/ 36 = 7632,934
176,1)% + (180,3)%? + ...+ (167,8)?
SQB = ( ) ( ) ( ) — TC=6,74

12

(83,9)2 + (89,0)2+ ...+ (83,0)2

SQBC =
¢ 6

— TC — SQB — SQC = 4,30

SQT = (10,002 + (11,02 + ... + (15,6)2] - TC = 198,35

C aninhado em B — Aglutinar Somas Quadradas
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Cruzado Aninhado

SQ GDL SQ GDL

SQA =120,35 2 SQA 2

SQB = 6,74 2 SQB 2

SQAB = 479 4 SQAB 4

SQC = 215 1 SQC(B)=6,45 3

SQBC = 4,30 2 SQC (2,15)+SQBC (4,30)

SQAC = 3,60 2 SQAC(B)=16,50 6

SQABC = 12,90 4 SQAC (3,60)+SQABC (12,90)

SQR = 4351 18 SQR 18

SQT =198,35 35 SQT 35
4.3.2. Tabela Anova para o exemplo

Fonte SQ GDL MQ Teste F F tab

A: Feldsp. 120,35 2 60,17 24,9 3,55

B: Tipo de 6,74 2 3,37 14 3,55

Agl.

AB 4,79 4 1,20 0,5 2,93

C(B) 6,45 3 2,15 0,9 3,16

AC(B) 16,50 6 2,75 1,1 2,66

Erro 43,51 18 2,42

Total 198,35 35

Apenas o fator A (Quantidade de Feldspato) é significativo

4.3.3. Gréafico de 2 fatores

80
70
60
50 ’

=0—B1
40

=i—B2
30 e=i==B3
20
10
0 T T 1

Al A2 A3

Para maximizar-se a resisténcia a tracdo, deve-se aumentar a quantidade de feldspato
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4.4. EXERCICIOS

4.1. Deseja-se maximizar a resisténcia de uma cera a base de carnauba. Ap6s uma brainstorm
0s engenheiros decidiram que trés fatores podem ter um efeito importante sobre a resisténcia a
tracdo:

A: % de Etileno Vinil Acetato adicionada a cera
B: Fornecedor de carnatba (ha dois fornecedores na regiao).
C: % de parafina adicionada a cera

Para decidir quais desses fatores ou interacdes entre eles sdo efetivamente significativos, foi
rodado um experimento e os seguintes dados foram coletados:

Fornecedor de Carnauba (B)

Fornecedor 1 Fornecedor 2
Qtdade de Parafina (C) Qtdade de Parafina
EVA(A) 10 12 14 10 12 14 Totais
28,0 48,0 32,0 35,1 49,5 26,4
4 37,9 53,3 33,7 33,4 46,8 28,0

30,3 47,0 33,4 33,8 48,2 30,0

45,7 60,0 44,0 46,7 59,8 43,2
6 43,9 65,6 48,4 50,8 57,8 34,0
44,7 65,8 46,6 52,6 55,2 43,8

56,2 78,3 59,0 51,8 79,6 52,6
8 53,1 66,8 60,4 57,0 70,0 59,1
55,5 73,9 59,6 53,9 73,9 55,1

52,6 70,9 46,2 50,2 67,1 51,8
10 46,8 66,3 48,7 48,8 73,3 48,7
52,6 75,8 52,2 50,3 71,8 50,7

Totais

Pede-se:

a) Qual a variavel de resposta?

b) Quais os fatores controlaveis? Quantos niveis?

¢) Quiais os efeitos significativos?

d) Faca os gréficos de dois fatores pertinentes.

e) O que fazer para obter qualidade e economia.(Considere que um aumento na % de EVA ou
na % de parafina implica maior custo, e que o fornecedor 1 (B1) tem o0 menor prego).

Solugéo:

a) Variavel de resposta:



b) Fatores controlaveis e nimero de niveis:

¢) Analise de variancia:

TC =192 613,55
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SQB =
SQBC =

Fonte SQ GDL MQ F calc. F tab. Signif. ?
SQA 6060,54
SQB

SQC 5030,65
SQAB 12,97
SQAC 150,44
SQBC

SQABC 121,85
Erro 480,79
Total

Efeitos significativos:

d) Graéficos de dois fatores

Resisténcia a tracéo
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4.2. Supde-se que a tensdo de cisalhamento suportada por pecas coladas depende do fornecedor

de adesivo e da pressdo e temperatura usadas no processo de colagem. Analise os dados a

seguir, respondendo as mesmas questdes enunciadas no exercicio 4.1.

Fornec: 1 2
Pressé-gimp: 250 260 270 250 260 270
120 10,1 11,2 12,5 10,6 12,3 10,0
130 9,2 10,6 11,4 10,7 11,1 10,6
140 10,3 10,1 11,7 9,4 12,0 10,1
150 9,0 10,1 12,2 10,0 11,4 10,8

4.3. Sabe-se que a tenséo de cisalhamento suportada por pecas coladas depende do fornecedor
de adesivo e da temperatura usadas no processo de colagem. Além disso, diferentes

fornecedores sugerem diferentes temperaturas 6timas de colagem. Indique qual o modelo
estatistico desse experimento e, depois, analise os dados a seguir, respondendo as mesmas
questbes enunciadas no exercicio 4.1.

Fornecedor: 1 2

Temperatura 270 280 290 250 260 270
12,3 12,9 11,9 9,7 12,1 10,1
11,2 13,5 11,3 10,1 11,5 10,7
12,2 13,9 11,1 10,3 12,5 10,5
11,6 12,7 12,2 10,5 11,0 9,7

4.4. Uma empresa de produtos alimenticios esta esté interessada em aumentar a densidade de
um dos novos produtos em desenvolvimento. No entanto, isso deve ser feito variando alguns

parametros em intervalos estreitos, pois a producao fora desses intervalos ira piorar o sabor do

produto. Analise os dados a seguir e identifique quais fatores exerceram efeito significativo

sobre a densidade. Depois, plote graficos de dois fatores e conclua a respeito do melhor ajuste
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para o processo. Considere que o ajuste central é mais seguro em relacdo a sabor, mas variacoes
dentro da faixa estudada ndo comprometem o produto.

Vazao de 30 50
Gordura:
Temperatura| - 7g 80 85 75 80 85
Presséo
120 0,35 0,34 0,35 0,39 0,40 0,38
130 0,37 0,35 0,38 0,41 0,40 0,42
140 0,39 0,38 0,37 0,43 0,43 0,44
150 0,40 0,39 0,41 0,45 0,46 0,45
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Vamos analisar 4 tipos de experimentos:

Projetos completamente aleatorizados
Projetos em blocos aleatorizados
Quadrados Latinos

Quadrados Greco-Latinos

Focando no modelo estatistico e na informacdo que pode ser obtida de cada um desses
experimentos.

Para apresentar esses modelos, vamos considerar o exemplo de uma locadora de automdveis que
deseja comparar o desgaste de quatro marcas de pneus.

Nesse exemplo tem-se:

Variavel de resposta: Desgaste dos pneus
(diferenga de espessura ap6s 20.000 Km de uso)

Variavel principal: Marca de pneu
(é um fator a niveis fixos - 4 marcas de pneu)

Variaveis secundarias possiveis:

Carro
Posi¢do dos pneus no carro
Motorista

Variaveis ndo controlaveis:
Temperatura, Umidade, Terreno, etc.

Usando letras para indicar as 4 marcas de pneus e nimeros romanos para indicar os carros, o
experimento poderia ser efetuado da seguinte forma:

Exemplo de um experimento mal planejado:

Usando letras para indicar as 4 marcas de pneus e niUmeros romanos para indicar 0s carros, 0
experimento poderia ser efetuado da seguinte forma:
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Carros

>>>r —
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o000
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A A

A A

B C

C

D

Imediatamente podemos ver falhas nesse projeto, uma vez que os totais para as marcas também

serdo totais para os carros!

Nesse projeto, o efeito das marcas e dos carros esta confundido, e a andlise fica prejudicada.
Exemplo de um experimento mal planejado.

5.1. PROJETOS COMPLETAMENTE ALEATORIZADOS

Uma segunda tentativa poderia ser um projeto completamente aleatorizado. Nesse tipo de
projeto, a distribui¢do dos pneus nos carros é feita de modo completamente aleatdria.

Por exemplo, coloca-se numa cartola as fichas representando os 16 pneus. Entdo, os 4
primeiros a serem retirados seguem no carro 1, e assim por diante.

Os resultados desse procedimento poderiam gerar o projeto que aparece a seguir:

Carros
| Il 11 Y
Marcas e C(12) A(14) D(10) A(13)
(Desgaste) A(17) A(13) C(11) D(9)
D(13) B(14) B(14) B(8)
D(11) C(12) B(13) C(9)
c | A I A [ v
B C

O propdsito da aleatorizagdo é espalhar, sobre os totais de todas as marcas, qualquer efeito de
carros ou de outras variaveis ndo-controladas.
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5.1.1. Modelo estatistico do projeto completamente aleatorizado:

Yij = pt Bt g

onde p € amédia geral, Bjindica o efeito de cada marca , e g € o erro aleatorio. As

suposicdes para a andlise sdo:

ZBJ':O , o &j— N(O, (52)

Para esse modelo, os residuos em relacdo a média geral podem ser decompostos da seguinte

maneira;

(yij - )7) = ()7] - )_/) + (yij - yj)

Elevando ao quadrado e efetuando o somatério, resulta:

SQT = SQM + SQR
Associadas aos seguintes GDL.:

(N-1)=(@-1)+(N-a)

Nos interessa testar a hipotese:

Ho: Bj=0

Hi: Bj=0 paraalgum j

Para tanto usamos o teste F, uma vez que pode ser demonstrado que quando ;=0 resulta:
E(MQM) = E(MQR)

Para o calculo das Somas Quadradas, usamos o formulario tradicional:

TC = (XT.)%/N

SQM = (XT?/a) - TC

SQT = (Xy%)—TC
SQR = SQT — SQM

Para o0 exemplo em quest&o, os totais de cada marca valem:

A B C D
17 14 12 13
14 14 12 11
13 13 11 10
13 8 9 9

57 49 44 43

Assim, as somas quadradas resultam:

< Desgastes medidos
em cada pneu

= 193

SQM = (57° + 49° + 44> + 43%) / 4 - 2328,06 = 30,69

SQT = 2409,00 - 2328,06 = 80,94
SQR = SQT — SQM = 80,94 - 30,69 = 50,25

57
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5.1.2. Tabela ANOVA para o projeto completamente aleatorizado

Fonte SQ GDL MQ Teste F F tab
Marcas 30,69 3 10,23 2,44 3,49 S
Residuo 50,25 12 4,19

Total 80,94 15

Para esse projeto, o valor calculado de F resulta menor que o tabelado. Assim, a hipétese nula
ndo pode ser rejeitada !

5.2. PROJETOS EM BLOCOS ALEATORIZADOS
Um exame mais cuidadoso do projeto completamente aleatorizado ira revelar algumas
desvantagens. Por exemplo, nota-se que a marca A ndo foi usada no carro 111, mas foi usada
duas vezes no carro I, etc.

Assim, pode estar embutido na marca A algum efeito que possa existir entre os carros Il e 1lI.

Seria interessante desenvolver uma estratégia para bloquear um possivel efeito dos carros. Isso
pode ser feito usando um Projeto em Blocos Aleatorizados.

Nesse tipo de projeto, impde-se que cada marca aparega um mesmo nimero de vezes em cada
carro, conforme aparece no arranjo a seguir:

Carros
I Il 11 \%
Marcas e B(14) D(11) A(13) C(9)
(Desgaste) C(12) C(12) B(13) D(9)
A(17) B(14) D(10) B(8)
D(13) A(14) C(11) A(13)
| ] ]| v
B C D C A B C D
A D B A D C B A

5.2.1. Modelo estatistico do projeto em blocos aleatorizado:
Yi=p+ 1+ Bt g

onde t; € acrescentado (ou melhor, é separado do termo de erro experimental). O termo T
indica o efeito dos carros, que antes ndo podia ser calculado apropriadamente.

As suposicOes para a analise so:

Ti —> N(O, ('512) ; &jj = N(O, ('52)

5.2.2. Decomposic¢éo dos Residuos
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Para esse modelo a decomposi¢do dos residuos leva as seguintes somas quadradas:
SQT = SQC + SQM + SQR

Indicando o nimero de carros e o nimero de marcas por “a”, os respectivos graus de liberdade
resultam:

(N-1)=(a-1)+@-1)+(N-2a+1)
5.2.3. Teste de HipoOteses

A hipétese principal que queremos testar continua sendo em relacdo as marcas de pneu. Mas
neste projeto também podemos testar se ha diferencas entre os carros. Os célculos aparecem a

sequir:
Marcas
A B C D Totais
| 17 14 12 13 56
Carros 1] 14 14 12 11 51
1l 13 13 11 10 47
[\ 13 8 9 9 39
Totais 57 49 44 43 = 193

Para fins didaticos, estamos usando as mesmas observacgdes anteriores, apenas redistribuindo-as
ao longo dos carros. Assim, a SQT e a SQM continuam as mesmas. Mas é preciso calcular:

SQC = (56° + 512 + 47° + 39%)/4 - 2328,06 = 38,69
SQR = SQT - SQM - SQC = 80,94 - 30,69 - 38,69 = 11,56

Pode ser observado que a SQR diminuiu de 50,25 para 11,56 porque foi extraido o efeito dos

carros (38,69). Assim, o projeto em blocos aleatorizados efetivamente reduz a variancia
residual.

5.2.4. Tabela ANOVA para o projeto em blocos aleatorizados

Fonte SQ GDL MQ Teste F F tab
Marcas 30,69 3 10,23 7,90 3,86 S
Carros 38,69 3 12,90 10,00 3,86 S
Residuo 11,56 9 1,28

Total 80,94 15

Agora a hip6tese nula é rejeitada tanto para Marcas como para Carros. Ou seja, detecta-se um
efeito significativo de Marcas e Carros.

5.3. QUADRADOS LATINOS

Nesse exemplo, poderia se suspeitar também de um possivel efeito da posicao sobre o desgaste
dos pneus.
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Pneus dianteiros e traseiros, e mesmo pneus localizados em lados distintos de um mesmo carro,
podem apresentar desgastes diferentes.

No projeto em blocos aleatorizados as 4 marcas de pneus sdo distribuidas em um carro sem
considerar a posicao.

Um projeto onde cada tratamento (Posi¢ao) aparece uma e somente uma vez em cada linha
(Carro) e em cada coluna (Marca) é chamado de Quadrado Latino.

Marca e carro estdo blocados mas marca e posi¢édo estdo confundidos :

I I I v
1A 2B 1A 2B 1A 2B 1A 2B

ac o 3C 4D 3C 40 3C 40

Marca e carro estdo blocados e também marca e posicao:

I I mn v
1A 2B 1B 2C  1C 2D 1D DA
ac 4D 3D 4A  3A 48 3B IC
Matriz experimental
| | i v
1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
4 D A B C
No exemplo anterior:
Desgaste Marcas
Posigéo\\A B C D T, Tw
|~ 3(17) 2(14) 1(12) 4(13) 56 1 44
Carros | 4(14) 3(14) 2(12) 1(11) 51 2 49
I 1(13) 4(13) 3(11) 2(10) 47 3 51
\ 2(13) 1(8) 4(9) 3(9) 39 4 49
T, 57 49 44 43 193 193
I I m v
1G 2B 1 2¢ 1A 2D 1B 2

3A 4D 38 45 3C 48 3D MG
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5.3.1. Modelo estatistico do Quadrado Latino:
Yi=p+ 1+ B+ oy + g

onde vy e acrescentado (ou melhor, é separado do termo de erro experimental). O termo vy
indica o efeito da posicao dos pneus, que antes ndo podia ser calculado apropriadamente.

As suposicOes para a analise sdo:
Y0 =0 ; & — N(O, )

Para esse modelo a decomposicao dos residuos leva as seguintes somas quadradas:
SQT = SQC + SQM + SQP + SQR

Indicando o nimero de carros, marcas e posi¢des por “@”, os respectivos graus de liberdade
resultam:

(N-1)=(@-1)+@-D)+(@-1)+(N-3a+2)
5.3.2. Teste de Hipdteses

A hipdtese principal que queremos testar continua sendo em relagdo as marcas de pneu. Mas
neste projeto também podemos testar se ha diferencas entre os carros ou entre as posigoes.

Conforme mencionado, para fins didaticos, estamos usando as mesmas observacgdes anteriores,
redistribuidas ao longo dos carros. Assim, a SQT, a SQM e a SQC continuam as mesmas. Mas
é preciso calcular:

SQP = (44 + 49° + 51° + 49%)/4 - 2328,06 = 6,69
SQR = SQT - SQM - SQC - SQP =80,94 - 30,69 - 38,69 - 6,69 = 4,87

Pode ser observado que a SQR diminuiu de 11,56 para 4,87 porque foi extraido o efeito das
posicdes (6,69). Assim, o projeto com Quadrado Latino reduz ainda mais a variancia residual.

5.3.3. Tabela ANOVA para o projeto do Quadrado Latino

Fonte SQ GDL MQ Teste F F tab
Marcas 30,69 3 10,23 12,4 4,76
Carros 38,69 3 12,90 15,7 4,76
Posicéo 6,69 3 2,23 2,7 4,76
Residuo 4,87 6 0,82

Total 80,94 15

Novamente a hipotese nula é rejeitada tanto para Marcas como para Carros. A um nivel de
significancia de 5% o efeito da posicao nédo aparece como significativo.

Uma vez que Marca é um efeito significativo, poderiamos completar a analise fazendo uma
comparagdo multipla de médias. Para esse exemplo, resultaria:

5,= | MOR_ 082 _q5
n 4

Ld =3x0,45=1,36
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5.3.3.1 Aplicabilidade

Projetos desse tipo sé sdo possiveis quando todos os fatores ttm um mesmo ndmero de niveis,
ou seja, deve ser um quadrado. Exemplos de quadrados latinos de ordem 4, 5 e 6 sdo:

4 X 4 5 x5 6 X 6
A B D C A D B E C A D CE B F
B C A D D A C B E B A E CF D
C D B A C B E D A C E D F A B
D A C B B E A C D D CF B E A
E C D A B F B A D C E
E F B A D C

5.3.3.2 Sobre 0 Quadrado Latino

Observamos que o Quadrado Latino ndo considera interac@es entre os fatores. Ele ndo deve ser
usado quando se suspeita de intera¢Ges significativas. Ele aproveita a interacdo para estudar um
terceiro fator.

Quando se deseja estudar a interacdo o indicado seria um projeto fatorial cruzado. A vantagem
do Quadrado Latino é que se trata de um experimento que exige poucos ensaios, e isso
representa economia de tempo e dinheiro.

5.3.4. Outros exemplos do uso de Quadrados Latinos

Seja que desejamos determinar o efeito de 5 fertilizantes diferentes (A, B, C, D, E) sobre o
crescimento de um tipo de cereal. E seja que hd um terreno que pode ser dividido em uma
malha de 5 x 5 por¢6es (Nem o terreno nem as porgdes precisam ser quadradas).

Nesse caso, um arranjo tipo Quadrado Latino poderia ser utilizado para bloquear o efeito de
algum gradiente de umidade ou de fertilidade que possa existir. Esses efeitos poderiam ser
virtualmente eliminados usando o projeto que aparece a seguir:

Colunas
1 2 3 4 5
[ A B C D E
Il C D E A B
Linhas 11| E A B C D
v B C D E A
V D E A B C

Outro exemplo pode envolver testes com quatro aditivos para reducdo da carga poluente em
automoveis. Para efetuar o estudo, pode ser necessario usar quatro carros e quatro motoristas,
gue podem ter algum efeito sobre os resultados.

Assim, para impedir que as diferengas carro-a-carro e motorista-a-motorista terminem
inflacionando o erro, podemos usar o Quadrado Latino que aparece a seguir:

Aditivos Carros
\\ 1 2 3 4
I A B D C
Moto- 1] D C A B
rista " B D C A
\Y] C A B D
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5.4. QUADRADOS GRECO-LATINOS

Os Quadrados Greco-Latinos sdo projetos a x a que permitem analisar quatro fatores cada um
deles com “a” niveis.

Para obter um quadrado Greco-Latino € preciso superpor dois Quadrados Latinos que sejam
ortogonais entre Si.

5.4.1. Exemplo

Um engenheiro estd medindo o ganho em um processo quimico. Os fatores principais sdo a
concentragdo de &cido (1, 2, 3, 4, 5), a concentragédo de catalisador (o, B, v, 9, €) € 0 tempo de
espera (A, B, C, D, E).

Para efetuar todos 0s ensaios, € necessario usar 5 lotes de matéria prima (I, II, 111, IV, V). O
experimento foi rodado seguindo um arranjo do tipo Quadrado Greco Latino e os resultados
aparecem a seguir:

Concentracdo de Acido
1 2 3 4 5
| Ac=26 Bp=16 Cy=19 D5=16 Ec=13
I By=18 Cé=21 De=18 Ea=11 Ap=21
Lotes I Ce=20 Da=12 Ep=16 Ay=25 B5=13
IV DB=15 Ey=15 AS=22 Be=14 Co=17
v E5=10 Ae=24 Bo=17 CB=17 Dy=14

Como pode ser visto, ha dois Quadrados Latinos superpostos. Um deles escrito nas letras

A,...E e ooutro escrito nas letras a.,...,e. O resultado é um quadrado Greco-Latino, e sera
possivel avaliar o efeito de todos os fatores listados.

Iniciamos calculando os totais de cada tratamento:

Acido Catalisador Tempo Lotes
1=289 o =83 A =118 =90
2=288 B=85 B=78 =89
3=92 y=91 C=94 Il =86
4 =283 5 =82 D=75 IV =283
5=178 c=89 E =65 V=82
430 430 430 430

E em seguida as Somas quadradas:
TC =430°/ 25 = 7396

SQTot = (Xy;’) - TC = 7832 - 7396 = 436,0
SQA=[(89°+..)/5] - TC = 244
SQC =[(83%+..)/5] - TC = 12,0
SQremp = [(118° +..) /5] - TC=342,8
SQL =[(90%+..)/5] - TC = 10,0

SQR = SQTot - SQA - SQC - SQremp- SQL= 46,8
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De forma que a Tabela ANOVA resulta:

Fonte SQ GDL MQ Teste F F tab
Acido 24,4 4 6,1 1,04 3,84
Catalisador 12,0 4 3,0 0,51 3,84
Tempo 342,8 4 85,7 14,65 3,84
Lotes 10,0 4 2,5 0,43

Residuo 46,8 8 5,85

Total 436,0 24

A um nivel de significancia de 5% apenas 0 Tempo de Espera aparece como efeito significativo.
5.5. EXERCICIOS:

1. Um engenheiro estd conduzindo um experimento a respeito do tempo necessario para o olho
humano focar um objeto. Ele esta interessado na influéncia que a distancia do objeto possa ter
sobre o tempo de foco. Cinco individuos estdo sendo usados neste experimento. Como pode
haver diferencas entre os individuos, o experimento foi feito em blocos aleatorizados.

Individuos
Distancia 1 2 3 4 5
4 10 6 6 6 6
6 7 6 6 1 6
8 5 3 3 2 5
10 6 4 4 2 3
Pede-se:

a) Qual o fator principal, qual o fator secundario (blocos) e qual a variavel de resposta neste
experimento ?

b) Faca a analise de variancia e conclua a respeito dos fatores significativos. Use algum grafico
para documentar a analise.

c) Se for o caso, complete a analise fazendo uma comparacgdo multipla de médias e/ou fazendo a
estimativa dos componentes de variagéo.

2. Um engenheiro industrial esta investigando o efeito de quatro métodos de montagem sobre o
tempo necessario para montar um componente de TV. Quatro operadores sdo selecionados para
o0 estudo. Além disso, como a montagem produz fadiga nos operadores, 0 tempo necessario
para montar a Gltima unidade pode ser maior que aquele gasto na montagem da primeira
unidade. Para levar em conta essas fontes de variabilidade, o engenheiro usou o quadrado latino
gue aparece a seguir.

Tempo Operadores
Método N\ 2 3 4 T; T(k)
[ C=10 D=14 A=7 B=8
Ordem 1l B=7 Cc=18 D=11 A=8
1 A=5 B=10 c=11 D=9
v D=10 A=10 B=12 C=14
T
Pede-se:

a) Calcule os totais para cada nivel de cada fator e apds calcule as somas quadradas.
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b) Faca a analise de variancia e conclua a respeito dos fatores significativos. Use graficos para
documentar a analise.

c) Se for o caso, complete a analise fazendo uma comparagdo maltipla de médias e/ou fazendo a
estimativa dos componentes de variacao.
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6.1. INTRODUCAO

Algumas vezes, dificuldades técnicas impedem de rodar todo o experimento de uma vez ou em
um Unico equipamento ou com um unico lote de matéria-prima:

— Projetos fatoriais confundidos em bloco
Outras vezes, dificuldades financeiras ou de tempo impedem de rodar o experimento completo:
— Projetos fatoriais fracionados
Outras vezes, dificuldades impedem a aleatorizagdo completa do experimento dentro do bloco:
— Projetos parcionados em células
Vejamos um exemplo para ilustrar esse tipo de restricdo experimental.

6.1.1. Exemplo

Seja que um engenheiro quer analisar o efeito da composicao (traco) e do tempo de cozimento
sobre a resisténcia de tijolos ceramicos.

Dados sobre a resisténcia de tijolos ceramicos

gﬁ;ﬁmﬁg Composicao dos tijolos
(min) c1 c2 o -
T1 X X X X X X X X X X X X
T2 X X X X X X X X X X X X
T3 X X X X X X X X X X X X

Aparentemente, trata-se de um projeto fatorial cruzado 4x3, com repeticées, cujo modelo

estatistico seria:

Xjjk = n+ T+ Cj + TCij + erro

Modelo ANOVA com dois fatores a niveis fixos e com trés repeti¢des ??
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- isso exige aleatorizacdo completa, ou seja:

Escolher ao acaso uma composicéo, escolher ao acaso um tempo e colocar um tijolo no forno.
Repetir esse procedimento 36 vezes!!

—» muito pouco pratico e econdmico
O modo mais prético de rodar esse experimento seria:

Moldar todos os 9 tijolos da composi¢do 1 de uma sé vez. Colocé-los no forno deixando trés
deles cozinhar por T1 min, trés por T2 min e trés por T3 min. Depois moldar todos os tijolos da
composicao 2 ...

Os quatro niveis de composicao (0s quatro tracos) sao chamados de células. Em tal arranjo,
composicao - um dos fatores principais - esta confundido com as células.

Se as condig¢des (ambientais, humanas, etc.) se alterarem de uma célula para outra, essas
alterag0es ficardo confundidas com o efeito da composigéao.

— 0 primeiro caso é muito pouco préatico!!
— 0 segundo caso é completamente confundido!
H& outras possibilidades ?? SIM
Adotar um compromisso entre praticidade/aleatorizacéo:

Escolher uma composicao ao acaso, moldar trés tijolos e cozinhar um deles por T1 min, o outro
por T2 min e o terceiro por T3 min.

Agora apenas 3 tijolos séo colocados no forno, e ndo 9.

Outra composigéo é escolhida e mais trés tijolos sdo cozidos por T1, T2 e T3 min. O mesmo
procedimento é seguido para as quatro composic¢des e, apds, todo o experimento é repetido.

Inclusive, as repeti¢cbes podem ser rodadas muitos dias ap6s o experimento inicial (com
freqliéncia é vantajoso coletar dados de duas ou trés repeti¢des e entdo decidir se mais
repeticdes sdo necessarias)

Um experimento conduzido desse modo teria o seguinte arranjo:

Arranjo parcionado em células para o exemplo dos tijolos cerdmicos

Composicgéo dos tijolos
c2 C3 C4

(@)
=

Repeticdo | Tempo de
Cozim.

T1
R1 T2
T3
T1
R2 T2
T3
T1
R3 T2
T3

Célula

B inteira

Parciona-
mento

X)X X

><><><><><><<f

XX XX X X|X X X
XX XX X X|X X X
XX XX X X|X X X

Aqui as composicdes estdo parcialmente confundidas com as células, e as partes RxC
configuram a célula inteira. Dentro da célula inteira, os tempos de cozimento configuram o
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parcionamento da célula inteira. E vantajoso colocar no parcionamento o efeito principal de
maior interesse, pois ndo resulta nada confundido. Poderia se pensar que o tempo de cozimento
esta aninhado nas células, mas este ndo é o caso, pois 0s mesmos niveis de tempo de cozimento
s&o usados em todas as células.

O modelo deste experimento seria:

Xjjk = K + Ri + Cj + RC; + Tk + RTy + CTjc + RTCi

Célula inteira Célula parcionada

Neste caso, como ndo ha repeticao dentro das células, ndo ha um termo de erro independente.
Para esse exemplo, o valor esperado das médias quadradas resulta:

3 4 3 1
Fonte GDL A F F A
i i k m  E(MQ)
R 2 1 4 3 1 o*+120%
_Céll_JIa C 3 3 0 3 1 6° + 30 re + e
Inteira RC”‘ 6 1 0 3 1 52 + 3(52RC
Tw 2 3 4 0 1 o + 4c’gy + 1207
Célulapar- RT, 4 1 4 0 1 o’ +4c%
cionada CTi 6 3 0 0 1 o” + o’rer + 3dcr
RCTy 12 1 0 0 1 o +0rer
Emiky . 1 1 1 1 o® (ndo dispon.)
Total 35

H4 testes exatos para os fatores principais (C, T) e para a interacao entre eles (CT).

Né&o ha testes exatos para R, nem para as suas interac6es, mas em geral ndo ha interesse nesses
efeitos.

A andlise de variancia resulta como segue:

Fonte SQ GDL MQ F

R SQR 2 MQR = SQR/2 (ND)

C SQC 3 MQC = SQC/3 MQC/MQRC
RC SQRC 6 MQRC = SQRC/6 (ND)

T SQT 2 MQT = SQT/2 MQT/MQRT
RT SQRT 4 MQRT = SQRT/4 (ND)

CT SQCT 6 MQCT = SQCT/6 MQCT/MQRCT
RCT SQRCT 12 MQRCT = SQRCT/12 (ND)

Total SQTotal 35

Os testes de hipdtese sdo:

e Composigéo:
F=MQC/MQRC; ese F>Fy(3,6) rejeita-se Ho

e Tempo de cozimento:
F=MQT/MQRT; ese F>Fy(2,4) rejeita-se Ho
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e Interacdo:
F = MQCT/MQRCT; ese F>Fy(6,12) rejeita-se Ho

Esse exemplo mostra a necessidade de planejar cuidadosamente a forma de coleta dos dados.

6.2. EXPERIMENTOS MULTI-PARCIONADOS EM CELULAS  (SPLIT-SPLIT-PLOT)

Existem projetos onde pode ser necessario mais de um nivel de parcionamento. Vejamos um
exemplo:

Sejam um experimento sobre o arrancamento de barras de aco mergulhadas em CPs de
concreto. Nesse experimento 3 laboratorios, 2 tragos de concreto e 4 tipos de barras nervuradas
estdo envolvidos.

O material para o laboratdrio 1 (cimento, agregado, areia e barras de ago) € enviado de uma sé
vez. Isso implica uma restri¢do sobre a aleatorizacdo completa.

Por sua vez, o Laboratdrio 1 preparava um traco de concreto e em seguida moldava CPs com 0s
4 tipos de barras nervuradas. 1sso implica outra restricdo sobre a aleatorizacdo completa.

Primeiro o laboratdrio é escolhido, depois o traco é escolhido, e s6 entdo as barras nervuradas
sdo aleatorizadas naguele traco e laboratério particular.

Para evitar o confundimento total, trés repeticdes completas desse experimento sdo realizadas,
conforme segue:

Arranjo experimental para o experimento das barras nervuradas:

Traco ==> T1 T2
Barras==>\g; B2 B3 B4 |B1 B2 B3 B4 Célula
Repet. Lab. Inteira
L1 X X X X [ X X X X
R1 L2 XX X XX X X X Célu_la
L3 X X X X| X X X parcionada
L1 X X X X[ X X X[X
R2 L2 X X X X | X X X=X \Q:parcio-
L3 X X X X | X X X X mento
L1 X X X X[ X X X X
R3 L2 X X X X | X X X X
L3 X X X X | X X X X

Repeti¢des x Laboratdrio formam a célula inteira; Dentro de uma repeti¢do, Laboratorio x Traco
formam a célula parcionada;

Entdo, a cada combinacgdo Trago-Laboratério-Repeticdo, as 4 barras de ago sdo aleatoriamente
ensaiadas, formando o que é chamado de células reparcionadas.

A existéncia do reparcionamento indica que mais de um efeito principal esta confundido (no
caso Laboratdrio e Traco apresentam diferentes graus de confundimento).

Valores esperados para as médias quadradas:
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3 3 2 4 1
Fone  GDL A F F F A
i k | m EMQ)
Ri 2 1 3 2 4 1 oJ*+24c%
Célula inteira ¥ 2 3 0 2 4 1 o°+8c% +244,
RL; 4 1 0 2 4 1 o°+8c
Tk 1 3 3 0 4 1 o°+126%:+36¢r
Célulapar-  RT 2 1 3 0 4 1 o +12%;
comada v, 2 3 0 0 4 1 o+d4curt 120
RLTy 4 1 0 0 4 1 o +4cr
B 3 3 3 2 0 1 o*+60%es+180s
Celula RB 6 1 3 2 0 1 o°+6cke
reparcionada LB, 6 3 0 > 0 1 o+ 26%us + 60us
RLB; 12 1 0 2 0 1 o°+2us
TBy 3 3 3 0 0 1 o*+3c%ms+%mes
RTBy 6 1 3 0 0 1 o°+3c%kme
LTBy 6 3 0 0 0 1 o +crre+3iis
RLTBy, 12 1 0 0 0 1 o +c s
! 0 1 1 1 1 1 o&° (ndodispon.)
Em(ijkl)
Total 35

A coluna E(MQ) indica que testes F podem ser feitos para todos os efeitos de interesse e suas
interacoes.

N&o hé testes F para o efeito das repeticdes e para as suas interagdes, mas em geral esses efeitos
n&o sdo de interesse.

O exame da coluna E(MQ) indica que alguns testes F serdo feitos com poucos GDL no
denominador.

Uma alternativa seria aumentar o nimero de repeticdes. Nesse exemplo, se 5 repetices fossem
realizadas, ja teriamos 8 GDL para RL (erro da célula inteira) e para RLT (erro da célula
parcionada).

Outra alternativa é aglutinar Somas Quadradas:
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R+ RL — erro para a célula inteira
RT + RLT — erro para a célula parcionada
RB + RLB + RTB + RLTB — erro para o reparcionamento

Outra técnica conveniente é realizar duas ou trés repeticdes, computar os resultados e verificar
se a significancia foi obtida ou se os valores de F séo grandes, mesmo que n&o significativos.

Entéo, conforme os resultados, adicionar outras repeti¢cdes, aumentando a precisdo e o custo do
experimento, na esperanca de detectar efeitos significativos.

6.3. EXERCICIOS

6.1 Esse exemplo reforca a idéia que, no meio industrial, muitas vezes é mais pratico e eficiente
rodar experimentos parcionados em células. O objetivo do experimento descrito a seguir era
melhorar a resisténcia a corrosao de barras de aco, aplicando um filme de revestimento curado
em um forno industrial. Quatro tipos diferentes de revestimento (C1, C2, C3 e C4) foram
testados usando-se trés temperaturas diferentes: 360, 370 e 380°C.

O arranjo experimental foi o seguinte: o forno era ajustado em uma determinada temperatura;
em seguida 4 barras eram colocadas no forno, cada uma delas pintada com um tipo diferente de
revestimento. As barras eram deixadas curar por um tempo fixo e, depois, uma nova
temperatura era ajustada, e assim por diante. A ordem dos ensaios e 0s resultados aparecem a

sequir:
Repeticéo Temperatura Coating (Revestimento)
T1 =360 C2= 73 C3= 83 Cl= 67 C4= 89
R1 T2 =370 Cl= 65 C3= 87 C4= 86 cC2= 91

T3 =380 C3 =147 Cl1=155 C2 =127 C4 =212
T3 =380 C4 =153 C3= 90 C2 =100 Cl1=108
R2 T2 =370 C4 =150 C1 =140 C3=121 C2=142
T1 =360 Cil= 33 C4= 54 C2= 08 C3= 46

Analise os resultados, identifique os efeitos significativos e conclua a respeito do melhor ajuste
para 0 processo
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Na se¢do anterior analisamos projetos com fatores a niveis fixos. Nessa se¢cdo vamos analisar
duas outras situagoes:

e Projetos com fatores a niveis aleatorios
e Projetos mistos

7.1. O MODELO PARA FATORES A NIVEIS ALEATORIOS
Considere o caso de um projeto com dois fatores onde os niveis de A e B sdo aleatorios.

Por exemplo, A pode ser MAQUINAS, escolhidas aleatoria-mente de um conjunto; enquanto B
pode ser OPERADORES, também escolhidos aleatoriamente.

O mesmo modelo linear é usado para representar as observagoes:
Yig = p+ 1+ By + (B + &

A variancia de cada observacéo é:
Var(Yig) = o + o’ + oy’ + ¢

onde o, 64, oy’ , 0°..580 0s chamados componentes de variancia. Estamos interessados em
testar as hipéteses:

Ho:6°=0 Ho: o5°=0 Ho: 64°=0

Hl: (51_-2 #0 Hl: GBZ #0 H]_: GTBZ. #0
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Todos os célculos de Somas Quadradas e Médias Quadradas permanecem idénticos aqueles
apresentados para 0 modelo com fatores a niveis fixos.

Mas, para definir o teste F, precisamos analisar o valor espera-do das Médias Quadradas -
E(MQ). Pode ser demonstrado que esses valores esperados valem:

E(MQA) = o°+ nGTBZ + bno?
E(MQB) = &°+nc,” + ancy’

E(MQAB) = &°+noc,’

E(MQR) = &

A partir dos E(MQ), observamos que a estatistica apropriada para testar a hipotese: Ho: 6.2 =0
é:

Fa = MQA/MQAB

Se a hipotese HO for verdadeira, esse quociente deve resultar préximo de 1. Da mesma forma,
para testar a hipotese: Ho: o5° =0 a estatistica apropriada é:

Fs = MQB/MQAB

E para testar a interagdo, usamos:

Fas = MQAB/MQR

Como pode ser visto, 0s testes F ndo sdo os mesmos definidos para o0 modelo com niveis fixos
(onde todos os testes mantinham MQR no denominador)

7.1.1. Exemplo

Uma siderurgica possui diversos fornos. Foi rodado um experimento escolhendo-se
aleatoriamente trés fornos e quatro lotes de matéria prima. A resposta medida foi a tenacidade
da liga metalica obtida. Faca o teste F, conclua a respeito dos fatores significativos e estime 0s
componentes de variagao.

Fonte de

Variacio SQ GDL MQ Teste F

Fornos 15460 2 7730 9,2 Sig.
Material 4539 3 1513 1,8 N.Sig.
Interacéo 5040 6 840 4,1 Sig.
Erro 4920 24 205

Total 29959 35
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O fator A e a interacdo AB aparecem como significativos. Como € um experimento com fatores
a niveis aleatorios, os testes foram feitos usando:

Fa = MQA/MQAB
Fs = MQB/MQAB
Fas = MQAB / MQR

Os componentes de varia¢do podem ser calculados a partir das formulas definidas para os
E(MQ). Isolando cada termo, resulta:

g% = MQR = 205,0

2 MQAB-MQR  840-205

o= ———— = ——=2117

o_l? — MQB—-MQAB — 1513-840 — 74’7
an 3x3

O'TZ — MQA-MQAB — 7730—-840 — 574’2

bn 4 X3

7.1.2. O modelo misto

Seja a situacdo em que A é um fator a niveis fixos, enquanto que os niveis de B sdo aleatorios.
Esse é o chamado modelo misto.

Nesse caso, temos 0 mesmo modelo linear apresentado anteriormente, isto é:

Yik = u + 1 + By + (B + ey

E as Somas Quadradas e Médias Quadradas também sédo calculadas da mesma forma. Contudo,
o valor esperado das médias quadradas se altera:

E(MQA) = o°+nog’ + bnoa

E(MQB) = & +ancy’

E(MQAB) = &°+noc,’

E(MQR) = &
Onde:
_ T
(I)A - (a_ 1)

ndo é exatamente uma variancia, uma vez que o efeito dos niveis do fator A é suposto fixo; no
entanto, esse termo tem a mesma unidade de uma variancia

Nesse caso, os testes F apropriados sdo:

Fa = MQA/MQAB
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FAB

MQB / MQR

MQAB / MQR
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E as estimativas dos componentes de variancia é feita usando:

o? = MQR

2 _ MQAB-MQR

GTB =

2 _
G,B_

MQB-MQR

A Tabela a seguir apresenta o valor esperado das médias quadradas para os varios modelos

vistos até aqui:

Efeito A, B Fixos A, B Aleatorios A fixo, B aleat.
E(MQA) ” + bnoa o®+noy’ + bne® | 6° + noy® + bnga
E(MOB) c° + andg o’ + ncsTB2 + anGﬁZ o+ an(yB2
E(MQAB) 6% + Nas o® + nog’ o® + nog’
E(MOR) c’ o? ?

E, portanto, o teste F a ser feito em cada caso é:

Efeito A, B Fixos A, B Aleatorios A fixo, B aleat.
Fa MQA/MQR MQA/MQAB MQA/MQAB
Fg MQB/MQR MQB/MQAB MQB/MQR
Fas MQAB/MQR MQAB/MQR MQAB/MQR

As tabelas anteriores apresentam a solugéo para experimentos com dois fatores cruzados.

Contudo, € preciso um procedimento geral que forneca o E(MQ) para experimentos de K
fatores, onde inclusive, possa haver fatores aninhados.

Esse procedimento sera visto a seguir.

Enfatizamos que conhecer o valor das médias quadradas é importante por dois motivos:

e Para a estimativa dos componentes de varia¢do
e Para a definicdo dos testes F

7.1.3. Procedimento para determinar o E(MQ)

1. Escreva os termos variaveis do modelo no cabecalho das linhas de uma tabela em duas

direcdes

Ti
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Bi
Bij

Ek(ii)

2. Escreva os subscritos do modelo no cabecalho das colunas. Acima desses adicione F ou A,
conforme os niveis do fator sejam fixos ou aleatérios. Ainda, adicione o nimero de
observacBes que cada subscrito cobre.

a b n
F A A
i j k

Ti

Bi

Bij

k(i)

3. Para cada linha (cada termo do modelo), copie o numero de observagdes abaixo de cada
subscrito, desde que o subscrito ndo aparega no cabecalho das linhas.

a b n

F A A

i i k
T b n
By a n
Bij n
Ek(ij)

4. Coloque 1 nas posicoes em que o subscrito da coluna coincide com um subscrito que esta
entre parénteses no cabegalho da linha.

a b n

F A A

i j k
T b n
By a n
Bij n
Eki ! !

5. Complete o restante com 0 ou 1; use 0 nas colunas dos fatores a niveis fixos; use 1 nas
colunas dos fatores a niveis aleatérios.

a b n
F A A
i j k
T 0 b n
Bj a 1 n
Bij 0 1 n
Ek(ii) 1 1 1

6. Para obter o E(MQ) para um componente qualquer do modelo, faca o seguinte:

a) cubra as colunas que contém subscritos ndo entre paréntesis correspondentes ao respectivo
termo do modelo (por exemplo, para a média quadrada de A, que esta associada o subscrito i,
cubra a coluna i)
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b) Multipligue os termos restantes em cada linha. Cada um desses produtos é o coeficiente para
o0 termo respectivo do modelo, desde que o subscrito sob o termo cubra também o(s)
subscrito(s) do componente que esta sendo avaliado.

¢) A soma desses coeficientes, multiplicados pela variancia do termo correspondente (o° GTBZ ,
da , etc.) € o valor esperado da média quadrada para 0 componente considerado.

Por exemplo, para MQA, cubra a coluna i e o produto dos termos restantes é 16° + Nc.,° %}2
+bnoa , contudo, o termo ncﬁ2 é ignorado, pois ele ndo cobre o subscrito i.

Os resultados do uso deste procedimento fornecem os E(MQ) que aparecem a seguir:

a b n
F A A
i j k
T 0 b N o +Ncy’ + bnoa
Bi 8 1 n o +ancy’
Bj n o” + Noy
k(i) 1 1 1 c’

7. Para projetos com fatores aninhados, os niveis do fator que esta aninhado seguem entre
parénteses, e usa-se a regra 4 descrita acima

7.1.4. Exemplo:

Seja um experimento fatorial de trés fatores, A, B e C, ensaiados a a, b e ¢ niveis,
respectivamente. E seja que n observacdes por parcela sdo coletadas.

Assumindo que todos os fatores sejam a niveis aleatorios, os E(MQ) resultam conforme a
Tabela a seguir:

a b o n

A A A A

i j k |
Ti 1 b c n o’ +noy’ + Ncoy’ + nbo,,” + nbco,”
Bj a 1 c n ©°+nNcy’ + NCoy’ + Nacy,” + nacoy’
Yk a b 1 n O +nog’ +nbs,” +nacy” + nabo,’
Bjj 1 1 c n Gz + ncﬂgyz + nCGTﬁj
TYik 1 b 1 n 9 + nctﬁyz + nbcsTyz
Bij a 1 1 n 02 + Nog,” + Naocy,
P 101 1 n SThow
A1 1 1 1 1 °

A andlise dessa Tabela revela que ndo hé testes exatos para os fatores principais A, B e C. Ou
seja, se desejamos testar a hipétese o.” =0, ndo encontramos o denominador apropriado. O
mesmo acontece em relacdo aos fatores B e C.

7.1.5. Testes F aproximados
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Vamos indicar duas alternativas para resolver esse problema:

1. Nesse exemplo existem testes exatos para as interagdes de dois e trés fatores. No caso das
interaces de dois fatores resultarem néo significativas, elas podem ser igualadas a zero e, entéo,
podemos formar os testes para os fatores principais.

Por exemplo, se as interacdes AB e AC ndo forem significa-tivas, o efeito do fator A pode ser
testado usando F = MQA / MQABC

2. Se as interacdes nao forem insignificantes, entdo uma alternativa é criar uma combinacao
linear de Médias Quadradas que fornecam o denominador desejado.

Por exemplo, para testar o Fator A, podemos usar

MQ* = MQAB + MQAC - MQABC

Cujo valor esperado resulta:

o’ + NGy, + NCoy’ + Nbo,?

Os graus de liberdade da MQ* séo calculados usando:

 _ (MQ*)?
GDL" = Y a?xMQ?/v;

onde a; s&o os coeficientes usados na construgdo da combi-nacéo linear, e MQ; e v; séo as
respectivas médias quadra-das e seus graus de liberdade

7.1.6. Exemplo

Reanalizar o experimento dos volumes de refrigerantes, supondo que todos os fatores fossem a
niveis aleatérios.

Presséo
25 Psi 30 Psi
% de Velocidade Velocidade
Carbonatacao 100 120 100 120
10 X X X X X X X X
12 X X X X X X X X
14 X X X X X X X X
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Sendo os fatores a niveis aleatdrios, 0 E(MQ) resulta:

3 2 2 2

A A A A

i j k |
Ti 1 2 2 2 o’ + ZGTBVZ + 4(51[32 + 4(5172 + 80,2
Bi 3 1 2 2 0" +204 + 40y’ + 6oy, + 1265
Yk 3 2 1 2 Gz + 261[3«/2 + 467\/22 + 60[372 + 12672
B 1 1 2 2 O 2oy t+doy
TYik 1 2 1 2 ¢ + 204, + 40y,

2 2 2
Bk 3 1 1 2 (72 + 204,” + 6oy,
i + 20,

Bk 1 1 1 2 62 Gpy
El(ijk) (o]

1 1 1 1

Os calculos das Somas Quadradas e Médias Quadradas sdo 0s mesmos, so se altera o teste F:

Fonte SQ GDL MQ Teste F
A: % Carb. 252,75 2 126,38 Na&o dispon.

B: Pressao 45,38 1 45,38 Nao dispon.

C: Veloc. 22,04 1 22,04 Nao dispon.
AB 5,25 2 2,63 MQAB/MQABC
AC 0,58 2 0,29 MQAC/MQABC
BC 1,04 1 1,04 MQBC/MQABC
ABC 1,08 2 0,54 MQABC/MQR
Erro 8,50 12 0,71

Total 336,63 23

Para ilustrar, o teste do fator A sera feito contra uma combinacdo linear de médias quadradas, no
caso:

MQ* = MQAB + MQAC - MQABC
MQ*= 2,63 + 029 - 054 = 2738

2,382

GDL™ = (2,632/2)+(0,292/2) +(0,542/2) =

1,55

MQA _ 126,38
MQ* 1,55

FA= = 81,53 > Ftab F0105(2; 3,13) ~9

7.1.7. Exemplo com fatores aninhados

Um engenheiro esta estudando a montagem de um componente eletrénico. Ele projetou trés
acessorios de montagem e dois layouts de trabalho.

Para realizar a montagem, foram escolhidos aleatoriamente 4 operadores para trabalhar com o
layout 1 e outros 4 operadores (diferentes) para trabalhar com o layout 2.

De modo que operadores estdo aninhados nos niveis de layout. Isso foi necessario, pois na
verdade os layouts 1 e 2 ficam em plantas diferentes.
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Tempos de montagem coletados:
Layout 1 Layout 2
Operad. —» 1 2 3 4 1 2 3 4 Ti...
Acessorio 1 22 23 28 25 26 27 28 24 404
24 24 29 23 28 25 25 23
Acessorio 2 30 29 30 27 29 30 24 28 447
27 28 32 25 28 27 23 30
Acessorio 3 25 24 27 26 27 26 24 28 201
21 22 25 23 25 24 27 27
Totais T.jk. 149 150 171 149 163 159 151 160
Totais T.j.. 619 633 1252

Observa-se que Operadores estdo aninhados dentro dos niveis de Layout, enquanto que Layout
e Acessorios estdo cruzados. O modelo estatistico desse experimento é:

Yi = u+ 7+ B+ vg + (B + (kg + €k

onde:

T; representa o efeito de Acessorios, a niveis fixos;

B; representa o efeito de Layouts, a niveis fixos

Yk representa o efeito dos Operadores, aninhado em Layout, a niveis aleatorios;

A Tabela a seguir apresenta as quantidades que devem ser agrupadas para a analise do Projeto

aninhado:

Projeto Cruzado

Projeto Cruzado-Aninhado

SQ GDL SQ GDL

SQA 2 SQA 2
SOB 1 SOB 1
SQAB 2 SQAB 2
SQC > 3
SQBC 3 SQC(B) =SQC + SQBC 6
SQAC 6 _
SOABC I —— SQAC(B) = SQAC + SQABC 12
SQR 24 SOR 24
SQT 47 SQT 47
E os E(MQ) resultam (usando o procedimento):

3 2 2 2

F F 4 A

[ j k I
T 0 2 4 2 6" + 20, + 160
Bi 3 0 4 2 o” + 66,° + 244
Vk() 3 1 1 2 o’ + 66,
Bij 0 0 4 2 6° + 26, + 80z
ik 0 1 1 2 o’ +20
A 1 1 1 1 4
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Por fim, a analise de variancia resulta:

Fonte SQ GDL MQ F

Acessorios A 82,80 2 41,40 MQA/MQAC(B) =754~
Layouts B 4,08 1 4,08 MQB/MQC(B) =0,34
Operad. C(B) 71,91 6 11,99 MQC(B)Y/MQR =5,15*
AB 19,04 2 9,52 MQAB/MQAC(B) =1,73
AC(B) 65,84 12 549 MQAC(B)/MQR =2,36*
Erro 56,00 24 2,33

Total 299,67 47

A um nivel de significancia de 5% conclui-se que Acessdrios, Operadores e a interacdo AC sdo
efeitos significativos.

7.2. EXERCICIO

5.1 Esta sendo realizado um estudo para identificar as causas de trincas que surgem na base de
tubos de imagem. Para esse estudo, foram fixados trés desenhos de base, trés temperaturas de
Montagem e foram escolhidos aleatoriamente dois operadores para executar a montagem. Os
dados que aparecem a seguir representam a forca necessaria para provocar a primeira trinca.

Operador 1 Operador 2
Desenho Temperatura Temperatura
da base 100 125 150 100 125 150
1 58 84 93 61 82 99
57 86 96 57 87 101
° 55 88 94 61 85 95
53 83 91 55 89 103
3 54 84 91 57 83 105
58 91 95 53 88 98

Pede-se:

1. Qual a variavel de resposta ?

2. Quais os fatores controlaveis ? Fixos ou aleatérios ? Quantos niveis ?

3. Escreva as férmulas dos valores esperados das médias quadradas para esse exemplo.
4. Quiais os efeitos significativos ?

5. Faga os gréficos pertinentes para auxiliar na analise.

6. Baseado nos resultados, quais as recomendacdes que vocé faria para melhorar o processo ?

5.2 Um engenheiro esta estudando a excentricidade presente em um tipo de peca usinada. Para
esse estudo, foram fixadas trés maquinas (Al, A2 e A3) que podem trabalhar em duas
velocidades (B1 = 10 partes/min. ou B2 = 15 partes/min.) e foram escolhidos aleatoriamente 3
operadores para participar do experimento (C1, C2, C3). Os dados que aparecem a seguir
representam os valores medidos de excentricidade (menor-é-melhor).
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Velocidade B1 B2
Méqui?]gerado“ c1 c2 c3 c1 Cc2 c3
Al 3234 3331 4546 | 3335 3336 47 46
A2 3537 3735 4144 | 3638 40 37 44 46
A3 3032 2829 4042 | 3031 3229 42 45
Pede-se:

1. Qual a variavel de resposta ?

2. Quais os fatores controlaveis ? Fixos ou aleatérios ? Quantos niveis ?

3. Escreva as formulas dos valores esperados das médias quadradas para esse exemplo.

4. Quiais os efeitos significativos ?

5. Faga os gréaficos pertinentes para auxiliar na analise.

6. Baseado nos resultados, quais as recomendacdes que vocé faria para melhorar o processo



8.Projetos Fatoriais do Tipo 2"

José Luis Duarte Ribeiro
Carla ten Caten

Os projetos fatoriais 2 contemplam K Fatores, cada um deles a apenas dois niveis: alto ou
baixo.

O niveis podem ser:
Quantitativos: dois valores de resisténcia,
dois tempos de cozimento,
duas concentragdes de reagentes, etc.
Qualitativos: dois “layouts”,
duas méaquinas de corte,

a presenca ou auséncia de um componente, etc.

Esse projeto é chamado 2X porque para roda-lo (uma repeticdo completa) sdo necessérias:

| N=2x2x2x..x2 = 2Xobservagdes

8.1.1. Suposigdes:
Os fatores sdo a niveis fixos,

Os projetos sdo completamente aleatorizados e as hipéteses de normalidade séo satisfeitas.

8.1.2. Vantagens dos projetos 2%

Simples de serem analisados

Especialmente Gteis nos estagios iniciais de pesquisa
Quando h& muitos fatores a serem investigados
Onde outros projetos seriam inviaveis
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8.2. PROJETOS 22
Esse é o mais simples dos projetos 2,
Vejamos um exemplo:
Baixo Alto
Fator A: % de Cimento 15% 20%
Fator B: Aditivo Ausente Presente
Dados para 0 projeto fatorial 22
Repeti¢bes
Tratamento | 1 11 Total
A baixo, B baixo 11 14 11 36
A alto, B baixo 20 16 18 54
A baixo, B alto 15 19 14 48
A alto, B alto 19 18 22 59
Totais Y
Abaixo Aalto
Balto 48 59
Bbaixo 36 54
8.2.1. Tratamentos e totais:
ALTO b = 48 ab = 59
[Presenca]
FATOR B
ADITIVO
BAIXO
[AusEncia] -1 (1)=36 2= 20416+18 = 54
' 1
FATOR A
9% DE CIMENTO

Letras minGsculas = Tratamentos
Letras maiusculas = Efeitos
O tratamento recebe a letra do fator que estiver no nivel alto.



8.2.2. Célculo dos efeitos

O efeito do fator é calculado com a diferenca entre a média da variavel de resposta no nivel alto menos a
média da variavel de resposta no nivel baixo

Projeto de Experimentos
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Médias
Abaixo Aalto Média B | Efeito B
Balto 16,0 19,7 17,8 2,83
Bbaixo 12,0 18,0 15,0
Média A 14,00 18,83
Efeito A 4,83
20,00
18.00 _ 18,83
16,00
14,00 +=T700
12,00
10,00
8,00 = efeito A
6,00
4,00
2,00
0,00
Abaixo Aallto
20
/ 17,8
15 5
10
—o—cfeito B
5
0 :
Bbaixo Balto
20 / 5"
/I 18
15
rlz/
10 o—Balto
== Bbaixo
05
00 :
Abaixo Aallto
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O efeito também pode ser calculado como:
A =[(ab+a)-(b+(L)]/ (" xn)
B =[(ab+b)-(a+ @)/ xn)
AB =[(ab + (1)) - (a+b)]/ (2" x n)

As letras minusculas (1), a, b, ab representam o total de todas as “n” repeti¢des obtido para o
correspondente tratamento.

Para esse exemplo de resisténcia da argamassa, os efeitos médios resultam:

A =[59+54-48-36]/(2x3) = 4,83
B =[59+48-54-36]/(2x3) = 2,83
AB =[50 +36-54 48]/ (2x3) =-1,16

Nas formulas dos efeitos, as expressoes entre colchetes sdo chamadas de “CONTRASTES”:
Contrastea= Cp =ab+a-b-(1)

Contrasteg = Cg =ab+b-a-(1)

Contrasteas = Cag=ab+ (1) -a-b

E os efeitos sdo:

. Contraste
Ef6|t0 :(k—l)
2% Txn
Os contrastes séo ortogonais:
As somas dos sinais coef. de ab, a, b e (1) éigual a zero.

A soma dos produtos dos sinais dos coef. (Ca . Cg, etc.) € igual a zero.

Tratamento A B AB Totais Y
1 -1 -1 1 36

a 1 -1 -1 54

b -1 1 -1 48

ab 1 1 1 59
Contraste 29 17 -7

Efeito 4,83 2,83 -1,17

SQ 70,08 24,08 4,08
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8.2.3. Calculo das somas quadradas

Podem ser obtidas a partir dos contrastes:

s Q:(Conlzraste)z
2" xn

SQA = [ab+a-b-(1)]*/(2%xn)

= (59 + 54 - 48 - 36)?/ 12 = 70,08
SQB = [ab+b-a-(1)]*/(2%xn)

= (59 + 48 - 54 - 36)*/ 12 = 24,08
SQAB = [ab + (1) -a- b)?/ (2 x n)
= (59 + 36 - 54 - 48)?/ 12 = 4,08

A soma dos quadrados totais € encontrada na maneira usual:

, T2 . .., 1972
SQT = injk - = 1174+ 187 4222 - —— = 134,92

ijk
Assim como a soma quadrada dos residuos (por subtracao):
SQR =SQT - SQA - SQB - SQAB

=134,92 - 70,08 - 24,08 - 4,08 = 36,68

8.2.4. Tabela Anova:

Fonte SQ GDL MQ F Ftab
A 70,08 1 70,08 15,28 5,32
B 24,08 1 24,08 5,25 5,32
AB 4,08 1 4,08 0,90 5,32
Residuos 36,68 8 4,59

Total 134,92 11

—O0 fator A ¢ significativo, O fator B é quase significativo.

8.2.5. Verificacao:

Os mesmos resultados seriam obtidos usando o formulario convencional de projetos fatoriais.
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FATOR A
-1 +1
FATOR -1 36 54 90
B +1 48 59 107
84 113 197

TC =197%/12

SQA =[(842 + 1132) / 6] - (1972 / 12) = 70,08

SQB =[(902 + 1072) / 6] - (1972 / 12) = 24,08

SQAB =[(362 + 542 + 482 + 592) / 3] -
-70,08 - 24,08 - (1972/12) = 4,08

SQT e SQR calculados como acima.

8.2.6. Ordem padrédo das combinac¢des de tratamento:

1) a b ab

Tabela de sinais para o calculo dos efeitos em um projeto 2°.

Efeito fatorial

Tratamentos I A B AB
) + - : +
a + + - -
b + - + -
ab + + + +

Obs. Os sinais para o contraste de AB séo obtidos a partir do produto dos sinais das colunas de A e B.

8.3. PROJETOS 2°

Trés fatores, cada um deles a dois niveis. Assim ha oito tratamentos. Na ordem padrao:
(1) a b ab ¢ ac bc abc

Graficamente podemos representa-las como um cubo:
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be abc
A4
alto 1+ ¢ +— +ac
FATOR C FE— +ab alto
. FATOR B
baixo 1+ (1)¥——+a 7/1 baixo
L —
R +1
baixo alto
FATOR A

Efeitos principais:
A =DIREITA - ESQUERDA

A=[a+ab+ac+abc-(1)-b-c-bc]/ (2" xn)
B = POSTERIOR - FRONTAL

B=[b+ab+bc+abc-(1)-a-c-ac]/4n

C=TOPO - BASE
C=[c+ac+bc+abc-(1)-a-b-ab]/4n

InteracOes: a partir da comparacao das diagonais:

AB=[ab-b-a+ (1) +abc-bc-ac+c]/ (2 xn)

AC=Jac-a-c+ (1) +abc-ab-bc+b]/4n
BC=[bc-b-c+(1)+abc-ab-ac+a]/4n

ABC =[(abc -bc) - (ac-c) - (ab-b) + (a- (1))]/4n

=[abc-bc-ac+c-ab+b+a-(1)]/4n

O claculo dos efeitos e somas quadradas a partir dos contrastes:

Efeito _(Contraste)
2k_1xn
Contraste
sq-(Contraste)”

2kxn

89
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Efeito fatorial

Tratamento I A B AB C AC BC ABC
D) + - - + - + + -
a + + - - - - + +
b + - + - - + - +
ab + + + + - - - -
c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
bc + - + - + - + -
abc + + + + + + + +

8.3.1. Propriedades da Tabela de Sinais:

Exceto para a coluna I, cada coluna tem 0 mesmo nimero de sinais positivos e negativos.

A soma dos produtos de sinais de quaisquer duas colunas é zero.

A multiplicacdo da coluna | por qualquer outra coluna mantém esta inalterada. (I € o elemento

identidade).

O produto de quaisquer duas colunas resulta uma outra coluna da tabela. Por exemplo:

AxB=AB

ABxB=AB*=A

8.3.2. Somas Quadradas:

SQ = (contraste)?/ (2 x n)

Exemplo: Um técnico deseja melhorar a transparéncia da agua (maior é melhor). Os fatores

controlaveis sao:

Fator A: Quantidade de Sulfato de Aluminio
Fator B: Quantidade de Cal

Fator C: Temperatura

Dados (trés repetigdes)

Sulfato de AL 30ppm 40ppm

Cal 10ppm 15ppm 10ppm 15ppm

Temperatura 15 20 15 20 15 20 15 20
6,1 6,6 51 6,4 8,3 10,4 9,5 8,7
7,6 6,0 4,6 5,5 9,2 9,8 10,7 10,7
6,8 6,2 5,7 6,0 10,3 8,7 8,5 9.4

Totais 20,5 18,8 15,4 17,9 27,8 28,9 28,7 28,8
(1) C b bc a ac ab abc
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Trat [ A B AB C AC BC ABC Y

1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 20,5
a 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 27,8
b 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 15,4
ab 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 28,7
c 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 18,8
ac 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 28,9
bc 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 17,9
abc 1 1 1 1 1 1 1 1 28,8
Contraste 41,6 -5,2 6,8 2 0,4 3,2 -5,2

Efeito 3,47 -0,43 0,57 0,17 0,03 0,27 -0,43

SQ 72,1 1,13 1,93 0,17 0,01 0,43 1,13

Contrastes obtidos a partir dos totais:

A =[a-(1)+ab-b+ac-c+abc- hc]

= [27,8-20,5 + 28,7 - 15,4 + 28,9 - 18,8 + 28,8 - 17,9] = 41,6
B =[b-(1)+ab-a+hbc-c+abc-ac] = -52
C =[c+ac+bc+abc-(1)-a-b-ab] = 2,0

AB=[ab-a-b+(1)+abc-bc-ac+c] = 6,8
AC=Jac-a-c+(1)+abc-ab-bc+b] =04
BC=[bc-b-c+(1)+abc-ab-ac+a] = 3,2

ABC=[abc-bc-ac+c-ab+b+a- (1)]=-52

Efeitos médios e Somas Quadradas a partir dos contrastes:

.. _ (Contraste) __ (Contraste)?
Efeito = P T=wee SQ = o

nx2<t=12; nx2“=24
Ea=Cal12= 347 SQA = (CA)2 /124 = 72,11

Eg=-52/12=-043 SQB=(52)°/24= 113
Ec=20/12= 0,17 SQC =(2,00°/24= 0,17
Eas=6,8/12= 057 SQAB = (6,8)*/24 = 1,93
Eac=0,4/12= 0,03 SQAC = (0,4)?/ 24 = 0,01
Esc=3,2/12= 0,27 SQBC = (3,2)*/24= 0,43
Easc=-5,2/12=-0,43 SQABC =(5,2)*/24=1,13

A partir das observagdes individuais, SQT =87,19

Por subtracéo, SQR =10,31
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Analise de variancia para o exemplo do volume.

Fonte SQ GDL MQ F calc F tab
Sulfato de AL (A) 72,11 1 72,11 111,94 4,49 **
Cal (B) 1,13 1 1,13 1,75 4,49
Temperatura (C) 0,17 1 0,17 0,26 4,49
AB 1,93 1 1,93 2,99 4,49 *
AC 0,01 1 0,01 0,01

BC 0,43 1 0,43 0,66

ABC 1,13 1 1,13 1,75

Erro 10,31 16 0,64

Total 87,19 23

O fator A é fortemente significativo; seu controle é fundamental para assegurar a transparéncia
desejada.

Notar que muitas vezes o efeito de um fator é significativo, mas praticamente sem importancia.

8.4. 0 PROJETO 2X GENERALIZADO
Projeto que envolvem K fatores, cada um a dois niveis,
O modelo estatistico do projeto 2X inclui:

K efeitos principais,

(12( ) interacOes de dois fatores,

(lg ) interacOes de trés fatores,

Uma interacdo de k fatores.

(12( ) = permutacdes de k elementos tomados dois a dois

(5) - K!/[n! (K —n)]

E possivel calcular (2k - 1) efeitos, calculados a partir dos 2k tratamentos
Para um projeto 2*, por exemplo, 0s tratamentos s&o:
(1), a, b, ab, ¢, ac, bc, abc, d, ad, bd, abd, cd, acd, bcd, abed

Para se estimar um efeito a tabela de sinais pode ser utilizada, mas escrevé-la é trabalhoso.
Alternativa, usar:

Contrasteag . k =(@x 1) (b*1) ... (K+1)

Dentro de cada parénteses utilizamos o sinal (-) se o fator esta incluido no efeito ou o sinal (+)
se ndo estiver incluido.
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Por exemplo, em um projeto 2°, o contraste para AB seria:
Contraste s =(a-1) (b-1) (c+1)
=zabc+ab+c+(1)-ac-bc-a-b
8.4.1. Efeitos e Somas Quadradas:

(Contrasteyp. k)

AB ..K =
2k-1 x n
(Contraste,g _g)*
SQAB...K =
Q 2K x n
Onde “n” denota o niumero de repetigoes.
Anélise de Variancia para o projeto fatorial 2K.
Fonte de variacdo SQ GDL
k efeitos principais
A SQA 1
B SQB 1
K SQK 1
K.
5 interagBes de 2 fatores
AB SQAB 1
AC SQAC 1
JK SQJK 1
K} . ~
3 interagbes de 3 fatores
ABC SQABC 1
ABD SQABD 1
IJK SQIIK 1
K : ~
=1 interagOes de k
K
fatores
ABC .. K SQAB .. K 1
Erro SQR 2(n-1)
Total SQT n2“- 1

8.5. 0 PROJETO 2¥ SEM REPETICOES

Quando ha varios fatores a serem estudados, o nimero total de tratamentos (2k) cresce
rapidamente.

Um projeto 2° envolve 32 tratamentos, um 2° envolve 64, e assim por diante.
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Com frequéncia, os recursos limitados e o tempo limitado, neste casos é necessario rodar apenas
uma repeticao

Se ndo hé repeticbes de experimento, isto é, se n = 1, ndo podemos estimar SQR independente.

8.5.1. Alternativa:

Contudo, se ha motivos para acreditar que um efeito de interacdo nao seja significativo, o teste
MQG

" MQR
Assim, 0 MQG dessa interagdo serd aproximadamente igual a variancia do erro experimental
MQR, logo usa-se o valor do MQG do efeito de interacdo como estimativa do MQR.

Para escolher as interac6es que irdo formar o termo de erro:

e Usar bom-senso
InteracGes de trés ou mais fatores raramente sdo significativas.

e Usar conhecimentos técnicos.
Exemplo de Aditivo x Operadores

Exemplo: Taxa de filtragem de um produto quimico.

Fator (A): Temperatura,

Fator (B): Pressdo,

Fator (C): Concentracdo de reagentes,
Fator (D): Taxa de agitagéo.

Dados para o exemplo da taxa de filtragem (projeto 2*).

AO Al
BO B1 BO B1
Co C1 Co C1 Co C1 CO0 C1
DO 45(1) 68(c) 48(b) 80(bc) 71(a) 60(ac) 65(ab) 65(abc)

D1 43(d) 75(cd) 45(bd) 70(bcd) 100(ad) 86(acd) 104(abd) 96(abcd)
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Trat A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD Y
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 45
a 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 71
b -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 48
ab 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 65
[ -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 68
ac 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 60
bc -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 80
abc 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 65
d -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 43
ad 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 100
bd -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 1 45
abd 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 104
cd -1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 75
acd 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 86
bed -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 70
abcd 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 96

Cont 173.0 25.0 1.0 79.0 -145.0 19.0 15.0 117.0 133.0 -3.0 33.0 -9.0 -13.0 -21.0 11.0

Efeito 21.6 31 0.1 9.9 -18.1 2.4 1.9 14.6 16.6 0.4 4.1 -1.1 1.6 -2.6 14

SQ 1870.6 39.1 0.1 390.1 1314.1 22.6 14.1 855.6 1105.6 0.6 68.1 5.1 10.6 27.6 7.6

Supondo as interacdes de 3 e 4 fatores como insignificantes, elas podem ser usadas como uma

estimativa do erro:

SQR= SQABC + SQABD + SQACD + SQBCD + SQABCD

SQR=14,1+68,1+ 10,6 + 27,6 + 7,6 = 127,56

Andlise de variancia para o exemplo da taxa de filtragem.

Efeito SQ GDL MQ Fealc Fras Signif
A 1870,6 1,0 1870,6 73,2 6,61 SIM
B 39,1 1,0 39,1 1,5 6,61 NAO
AB 0,1 1,0 0,1 0,0 6,61 NAO
C 390,1 1,0 390,1 15,3 6,61 SIM
AC 1314,1 1,0 1314,1 51,4 6,61 SIM
BC 22,6 1,0 22,6 0,9 6,61 NAO
D 855,6 1,0 855,6 33,5 6,61 SIM
AD 1105,6 1,0 1105,6 432 6,61 SIM
BD 0,6 1,0 0,6 0,0 6,61 NAO
CD 5,1 1,0 5,1 0,2 6,61 NAO
ERRO
(ABC,ABD,ACD,BCD,ABCD) | 127,8 5,0 25,6
TOTAL 5730,9 15

Os fatores A, C e D sdo significativos, logo deve-se ajusta-los de forma a assegurar Qualidade.
O fator B ndo é significativo, logo pode ser usado no ajuste que obtenha Pre¢o baixo.

1. Papel de probabilidade

2. Pseudo-standard error

8.5.2. Métodos graficos para testar a significancia dos efeitos
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8.6. ALGORITMO DE YATES PARA PROJETOS 2
A partir das respostas (totais) chegamos aos efeitos e SQ
Regra basica: somar e subtrair pares adjacentes

Exemplo: Projeto 2° com 2 repeticdes

Tratamento | Resposta Efeitos SQ
1) 2) (3) (37122 | (3%/2°2
(1) -4 -3 1 16 = --
a 1 4 15 24 A =300 36,00
b -1 2 11 18 B=2725 20,25
ab 5 13 13 6 AB =0,75 2,25
C -1 5 7 14 C=1,75 12,25
ac 3 6 11 2 AC =0,25 0,25
bc 2 4 1 4 BC =0,50 1,00
abc 11 9 5 4 ABC = 0,50 1,00
Exemplo de Yates para 22
Exemplo com k=2 fatores e n=3 repeti¢oes
Tratam | Resposta 1 2 Fonte Efeito SQ
1 36 90 197 | (total) -- --
a 54 107 29 A 4,83 70,08
b 48 18 17 B 2,83 24,08
ab 59 11 -7 AB -1,17 4,08
. (Contraste) (Contraste)?
Efeito = “ok-ixn SQ = T okxn

Uma demonstracao simples do algoritmo de Yates é obter as colunas (1) e (2) usando as

respostas (1), a, b, ab de um projeto fatorial 22

Tratamento Resposta (1) (2)
(1) (1) (1)+a (1)+atb+ab |= Total
a a b+ab a-1+ab-b = Cont. A
b b a-(1) b+ab-(1)-a |= Cont.B
ab ab ab-b ab-b-a+(1) = Cont. AB

Como pode ser visto, os valores da coluna (2), que nesse caso sdo 0s contrastes, estdo de acordo

com as definicdes.

8.7. EXERCICIOS



Solucéo:
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8.1. Um grupo de engenheiros esta desenvolvendo um carro de passeio. Nos primeiros testes a
antena do protétipo apresentou amplitude de vibracdo excessiva. O grupo decidiu que 0s
seguintes fatores poderiam influenciar a amplitude de vibragao:

Nivel 1 Nivel 2
A: Tipo de suporte da base Normal Reforcado
B: Didametro da antena 8 10
C: Posicéo da antena sobre o capd +00 +02
D: Desenho da ponteira da antena Arredondado Chato

Foi feito um experimento 2* com duas observacdes por parcela. Os dados (resultados obtidos
em tanel de vento) revelaram o seguinte:

C1 Cc2
D1 D2 D1 D2
Al Bl 152 16,2 146 156 104 114 106 113
B2 11,8 129 11,8 12,5 139 14,7 140 154
A2 Bl 14,8 159 15,0 159 10,6 119 110 123
B2 11,8 12,7 12,0 13,2 13,8 14,0 15,0 15,9

Pede-se:

Qual a variavel de resposta gue esta sendo medida e quais sao os fatores controlaveis neste
experimento ? Qual o nimero de niveis para cada um dos fatores controlaveis ?

Use o algoritmo de Yates e calcule os efeitos e somas quadradas
Faca a analise de variancia e indique quais os fatores e interacGes significativas
Plote os graficos de dois fatores pertinentes a este estudo

Indique o que fazer para assegurar qualidade e preco baixo. Em relacéo a qualidade, considere
gue a maxima amplitude de vibracdo aceitavel é 13,0. Em relacdo a custos, considere que:

- Suporte normal é mais barato
- Diametro menor é mais barato
- Posicao +00 é de montagem mais facil

- Ponteira arredondada é mais barata

a) Algoritmo de Yates
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Tratam. | Resposta 1) (2) 3) (4) Efeito SQ
(1) 31,4 62,1 111,3
A 30,7 49,2 100,7
B 24,7 44,3
Ab 24,5 56,4
C 21,8
Ac 22,5
Bc 28,6
Abc 27,8
D
Ad
Bd
Abd
Cd
Acd
Bcd
Abcd
= | 9539

b) Anadlise de variancia

Fonte SQ GDL MQ F calc. Signif. ?
A

B

Ab

C

Ac

Bc

abc

D

Ad

Bd

abd

Cd

acd

bcd

abcd

Erro

Total 103,53

d) Gréfico de dois fatores

Amplitude
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e) Tomada de deciséo

8.2. Um engenheiro esta realizando um experimento para otimizar a quantidade de salmoura
injetada em um tipo de alimento. A quantidade de salmoura é uma varidvel do tipo nominal-é-
melhor, com valor alvo igual a 70 unidades. Analise os dados a seguir, encontre os fatores
significativos e indique o melhor ajuste para este processo.

Presséo de A1=120 A2=150
Operagéo
Velocidade B1=300 B2=400 B1=300 B2=400
da Esteira
Batidadas | o150 co=30| c1 | c2 | c1 c2 Ccl1L | c2
Agulhas
75 73|80 78|45 42 |50 54 192 93 | 95 100 | 75 75| 77 80
76 77|75 83|47 47|48 51|95 99|99 101 |79 68 | 83 85

Um engenheiro esta realizando um experimento para otimizar o teor de umidade em um produto
a base de soja. Analise os dados a seguir, encontre os fatores significativos e faca os graficos
pertinentes. Qual o ajuste que maximixa a umidade ? e qual o ajuste que minimiza a umidade ?
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Maquina 1
Tempo de A1=20 A2=30
secagem
Temperatura B1=60 B2=70 B1=60 B2=70
do processo
Vazao de ar Cc1=25 |Cc2=35| cC1 C2 C1 C2 C1 C2
6,2 7.4 7.1 8,5 7.8 8,2 93 | 105
Maquina 2
Tempo de A1=20 A2=30
secagem
Temperatura B1=60 B2=70 B1=60 B2=70
do processo
Vazao de ar c1=25|c2=35| c1 C2 c1 C2 C1 c2
6,6 7.1 7.5 8,2 7.3 8.4 9,5 9,9




9.Experimentos Fatoriais
Confundidos em Blocos

José Luis Duarte Ribeiro
Carla ten Caten

Algumas vezes a aleatorizacdo completa fica restringida.

Por exemplo, talvez ndo seja possivel rodar todos os ensaios:

e No mesmo dia;
e Namesma sala;
e Com 0 mesmo operador

Nesses casos, alguma informacéo ficara confundida.

Vejamos um problema onde isso acontece:

As caracteristicas de um produto quimico dependem de:

Fator A: Temperatura
Fator B: Tempo de Reagéo

Se os fatores estdo a dois niveis, temos:

b
ALTO 1+
FATOR B
TEMPU_DE
REACAO
BAIXO 1 T+ -
1 m

ab

FATOR A
TEMPERATURA
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9.1.1. Restricdo Experimental:

e O material usado no processo quimico é produzido em lotes (vermelho e azul)
e E preciso dois lotes para obter as quatro amostras

9.2. CONFUNDIMENTO

Diferencas entre os lotes ficardo confundidas com um dos efeitos, dependendo do plano de
amostragem seguido:

Plano
Lotes ou Blocos | Il 11l
1 (1) b Q) a (1) ab
2 a ab b ab a b
Plano |
b ab
ALTO 1+
FATOR B
TEMPO DE
REACAO
BAIXO 1 —T (1 a
1 1
FATOR A
TEMPERATURA

A partir da definicdo dos contrastes, € facil verificar quem esta confundido:

Plano I: Bloco 2 (azul) - Bloco 1 (vermelho) = ab+a-b-(1) =Ca

Plano I: Efeito do Fator A est4 confundido com os blocos e o efeito do fator B e interacdo AB
estdo salvos

Plano Il
b ab
ALTO 1+
FATOR B
TEMPO DE
REACAO
BAIXO 1 T (1 a
= ;
1 1
FATOR A

TEMPERATURA
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Plano II: Bloco 2 (azul) - Bloco 1 (vermelho) = ab +b-a- (1) =Cp
Plano II: Efeito do Fator B esta confundido com os blocos e o efeito do fator A e interacdo AB
estdo salvos

Plano 111
b ab
ALTO 1+
FATOR B
TEMPO DE
REACAO
BAIXO 1 + ) a
t t
1
FATOR A
TEMPERATURA

Plano I1l: Bloco 2 (azul) - Bloco 1 (vermelho) = ab +(1) —-a-b = Cxg
Plano I1I: Efeito do Fator de interacdo AB esta confundido com os blocos e o efeito do fator A
e B estédo salvos

E preferivel confundir o efeito do bloco com o efeito de uma interagéo
A esperanca é que o efeito de interagédo ndo seja significativo

9.3. SISTEMA PARA CONFUNDIR EFEITOS:

e Definir um contraste de definic&o. Isto é, a informacéo que ficara confundida com os
blocos

e Definir quais os tratamentos que irdo em cada bloco, usando:

NUm. de letras pares em comun com o CD (neste exemplo AB) vdo em um bloco (1)
NUm. de letras impares em comum com o CD (neste exemplo AB) vao no outro bloco (2)

Para 0 exemplo do projeto 2?, escolhendo AB como contraste de definigo, resulta:

Bloco | Bloco Il

) a )
Pares Impares
ab b




Projeto de Experimentos 10 4
9. Experimentos Fatoriais Confundidos em Blocos

A analise de variancia resultaria

Fonte SQ GDL
A SQA 1
B SQOB 1
AB ou Blocos SQAB 1
Total SQT 3

Este exemplo é apenas académico, pois ndo temos GDL para o termo de erro.

9.4. EXPERIMENTOS CONFUNDIDOS EM BLOCO COM REPETICAO
Quando hé repeticdes, ha duas possibilidades:

e Experimentos completamente confundidos
e Experimentos parcialmente confundidos

9.5. EXPERIMENTOS COMPLETAMENTE CONFUNDIDOS
Quando em todas as repeticdes 0 mesmo CD é confundido.

Seja 0 exemplo de um 23, onde apenas 4 tratamentos podem ser rodados num dia e, assim, o
projeto deve ser dividido em dois. E seja que escolnemos ABC como o C.D.

Bloco | Bloco Il
1) a
Ab b
Ac (o
Bc abc

Se ha 3 repeticdes, 0 arranjo dos ensaios poderia ser:

Repeticéo | Repeticéo I Repeticéo I
Bloco 1 Bloco 2 Bloco 2 Bloco 1 Bloco 1 Bloco 2
ac a c Q) ab c
D c abc ac Q) b
ab abc b bc ac abc
bc b a ab bc a

Em todas as repeticdes ABC é o contraste de definicao;

mas de resto — Aleatorizacdo
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9.5.1. Modelo Estatistico

Yijkmn = B+ Ry + By + RBp + A + Bj + C + ABjj + ACj + BCyj + €nijk

Rm representa o efeito das repeticdes
B, representa o efeito dos blocos 1 e 2
RBmn interacdo entre repeticGes e blocos

Usualmente o erro é tomado como a interacdo entre as repeticdes e os efeitos principais e suas
interacdes:

Emijk = RAmi + RByj + RCryi + RAByjj + RAChik + RBCryjk

O efeito das repeticdes e o efeito dos blocos sdo analisados separadamente com o objetivo de
principal de diminuir o termo de erro.

9.5.2. ANOVA para projeto 2° completamente confundido:

=

Fonte G
Rm Repeticbes

B, Blocos ou ABC

RB Repeti¢cdes x Blocos

5 entre as
subdivisbes

18 dentro das
subdivisdes

AB

AC

BC

Erro = Repet. x Outros
Total

>
PRPRRPPRNEN|O

=
N

N
w

e RepeticOes e Blocos podem ser testados contra RB. Teste fraco pois RB possui apenas
2 graus de liberdade.

e Efeitos principais e intera¢des podem ser testadas contra o erro. Teste forte pois o erro
tem 12 graus de liberdade.

¢ ABC ndo pode ser testada (confundida com blocos)

9.6. EXPERIMENTOS PARCIALMENTE CONFUNDIDOS

No exemplo anterior, ABC foi confundida em todas as repeti¢des. Mas se ha repeti¢des, uma
alternativa é:

Confundir ABC na 1a repeticao
Confundir AB na 2a repeticédo
Confundir AC na 3a repeticéo
Confundir BC na 4a repeticdo
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Repeticéo | Repeticao I Repeticéo Repeticdo IV
Conf. ABC Conf. AB Conf. AC Conf. BC
(2) a Q) a Q) a (2) b
ab b c b ac c bc c
ac c ab ac abc bc a ab
bc abc abc bc b ab abc ac

9.6.1. Modelo Estatistico
Yijkm‘n, =u + Rm + Bn(m) + Ai + B] + Ck + ABl] + Ac}k + BCk] + ABCL]k + Smijk

By m) indica que os blocos estdo aninhados dentro das repeti¢des (em cada repeticédo os blocos 1
e 2 sdo diferentes)

SQB(R) = SQB + SQBR; GDL =1+ 3 = 4

9.6.2. Andlise do projeto 2° parcialmente confundido:

Fonte GDL
Rm Repeticbes 3 7 entre as
B, Blocos (dentro de Rep.) 4 subdivisdes
ABC 1
AB 1
AC 1
BC 1
A 1 24 dentro das
B 1 subdivisdes
C 1
AB 1 | Somente das repet.
AC 1 | em que néo estdo
BC 1 | confundidas
ABC 1 I
Erro = Repet. x Outros 17
Total 31

Erro = RA + RB + RC + RAB + RAC + RBC + RABC

¢DL= 3 + 3+ 3+ 2 + 2 4+ 2 + 2 = 17

9.7. EXPERIMENTOS CONFUNDIDOS EM BLOCO SEM REPETICAO
Muitas vezes € preciso dividir em blocos e s6 ha recursos para uma repeticdo

Se ha muitos fatores envolvidos, digamos 4 ou mais fatores, projetos desse tipo sdo viaveis.

9.7.1. Estratégia de acao:

e Uma interacdo de ordem superior é sacrificada (confundida)
e Outras sdo aglutinadas para formar o termo de erro
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Por exemplo, seja um fatorial 2, onde somente oito tratamentos podem ser rodados de uma vez.

Uma possivel divisdo em dois blocos seria usar o contraste de definicdo ABCD:

Bloco 1 [(1) ab bc ac abcd cd ad bd |

Bloco 2 la b abc c bcd acd d abd |

9.7.2. Andlise de variancia:

Fonte GDL
A

B

C

D

AB

AC

AD

BC

BD

CD

ABC

ABD

ACD

BCD

Blocos (ABCD)
Total

=

|

| 4 GDL para

| otermo de erro
|

RRrRRPRRRPRRRRRRPRRRRER

o InteracGes de trés ou mais fatores ndo poderiam ser avaliadas; mas em geral ndo sdo
significativas
e Todos os efeitos principais e interagcdes de dois fatores poderiam ser avaliados

9.8. DIVISAO EM MAIS DE DOIS BLOCOS
Também é possivel a divisdo em mais que dois blocos
Seja um 2* que devido a restricdes experimentais deve ser rodado em 4 blocos.
Contraste de definicdo:  ABC e BCD
Atencao: nesse caso ABC x BCD = AD também fica automaticamente confundido

Usando o procedimento par-impar mencionado anteriormente:

Confundido ABC Confundido BCD

(1) ab ac bc d abd acd bcd | [(@) bc abd acd [1
lab ac d bcd |2

| a b ¢ abc ad bd cd abcd | |a abc bd cd |3

b ¢ ad abcd | 4
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9.8.1. Tabela de sinais com os contrastes de definicdo para a divisdao em 4 blocos

Trat A B C D E ABC BCD Blocos
(1) -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1
a 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 3
b -1 1 -1 -1 -1 1 1 4
ab 1 1 -1 -1 -1 -1 1 2
® -1 -1 1 -1 -1 1 1 4
ac 1 -1 1 -1 -1 -1 1 2
bc -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1
abc 1 1 1 -1 -1 1 -1 3
d -1 -1 -1 1 -1 -1 1 2
ad 1 -1 -1 1 -1 1 1 4
bd -1 1 -1 1 -1 1 -1 3

abd 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1
cd -1 -1 1 1 -1 1 -1 3
acd 1 -1 1 1 -1 -1 -1 1

bcd -1 1 1 1 -1 -1 1 2

abcd 1 1 1 1 -1 1 1 4
e -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1
ae 1 -1 -1 -1 1 1 -1 3
be -1 1 -1 -1 1 1 1 4
abe 1 1 -1 -1 1 -1 1 2
ce -1 -1 1 -1 1 1 1 4
ace 1 -1 1 -1 1 -1 1 2
bce -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

abce 1 1 1 -1 1 1 -1 8
de -1 -1 -1 1 1 -1 1 2
ade 1 -1 -1 1 1 1 1 4
bde -1 1 -1 1 1 1 -1 3

abde 1 1 -1 1 1 -1 -1 1
cde -1 -1 1 1 1 1 -1 3

acde 1 -1 1 1 1 -1 -1 1

bcde -1 1 1 1 1 -1 1 2

abcde 1 1 1 1 1 1 1 4

9.8.2. Método de Yates para o calculo das Somas Quadradas

Tratam. Resposta (D) (2) (3) (4) SQ

Q) 82 158 322 606 1252

a 76 164 284 646 60 225,00
b 79 155 320 32 2 0,25
ab 85 129 326 28 30 56,25
c 71 159 0 -20 -32 64,00
ac 84 161 32 22 32 64,00
bc 55 153 14 18 -14 12,25
abc 74 173 14 12 -26 42,25
d 80 -6 6 -38 40 100,00
ad 79 6 -26 6 -4 1,00
bd 73 13 2 32 42 110,00
abd 88 19 20 0 -6 2,25
cd 72 -1 12 -32 44 121,00
acd 81 15 6 18 -32 64,00
bcd 84 9 16 -6 50 156,25
abcd 89 5 -4 -20 -14 12,25
Total 1031,00
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Fonte SQ GDL MQ Fcalc
A 225 1 225 8,6
B 0,25 1 0,25 0
C 64 1 64 2,4
D 100 1 100 3,8
AB 56 1 56 2,1
AC 64 1 64 2,4
BC 12,25 1 12,25 0,5
BD 110,25 1 110,25 4,2
CD 121 1 121 4,5

Blocos (ou ABC ou BCD ou AD) 199,5 3 66,5

Erro (ABD + ACD + ABCD) 78,5 3 26,17

Total 1031 15

109

O termo de erro tem apenas 3 GDL e os teste sdo feitos usando Fggs(1,3) = 10,13 — nenhum

efeito significativo

Contudo, B e BC parecem néo significativos. Aglutinando esses efeitos ao erro:

SQR = 78,50 + 0,25 + 12,25 = 91,00;

GDL=3+1+1=5

MQR = 91,00/5 = 18,2

FcalcA = 225 /182 = 12,36

FcalcCD =121/18,2 = 6,65
Efeito SQR GDL MQR Fcalc Ftab
A 225,00 1 225 12.36 6.61
C 64,00 1 64 3.52 6.61
D 100,00 1 100 5.49 6.61
AB 56,00 1 56 3.08 6.61
AC 64,00 1 64 3.52 6.61
BD 110,25 1 110.25 6.06 6.61
CD 121,00 1 121 6.65 6.61
Blocos (ou ABC ou BCD ou AD) 199,50 3 66.5 3.65 6.61
Erro (ABD + ACD + BCD+B+BC) 91,0 5 18.2
Total 1031,00 15
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Agora, temos F g5(1,5) = 6,61 — A e CD significativos

e Experimentos 2* sdo rodados para fornecer um quadro geral

e J& que B apareceu como ndo significativo, um novo experimento poderia ser planejado

sem esse fator.

9.9. PROJETOS FATORIAIS FRACIONADOS 2**

Com o aumento do numero de fatores, 0 nimero de tratamentos e o nimero de interacdes
aumentam rapidamente

Efeitos | Interacoes

k 2% | Princ. 2 FC 3FC 4FC 5FC 5FC 7FC 8FC
5 32 5 10 10 5 1

6 64 6 15 20 | 15 6 1

7 128 7 21 35 | 35 21 7 1

8 256 8 28 56 | 70 56 28 8 1

As interacOes de ordem superior geralmente sdo:

o Dificeis de interpretar
e Nao séo significativas
Logo em geral, ndo temos interesse em estudar as interagcdes de mais alta ordem

Para experimentos com muitos fatores:

e Pode ndo ser possivel ($) rodar o experimento completo

e Quase a mesma informag&o pode ser obtida realizando-se uma fracéo ( %2) dos ensaios

Quando somente uma fragcédo dos ensaios é rodada,
o projeto € chamado Fatorial Fracionado

9.9.1. Procedimento para definir projetos fracionados

¢ Dividir em dois ou mais blocos o projeto completo, confundindo uma (ou mais)
interacdes de ordem superior

e E, apods, ensaiar apenas um dos blocos, escolhido aleatoriamente.

9.10. EFEITOS VINCULADOS

Seja o caso simples de um projeto 2° onde o técnico s6 tem recursos para efetuar 4 ensaios, ou

seja, a metade do 2°,

Confundindo ABC com os blocos, resulta:
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Bloco 1 | (1) ab ac bc |

Bloco 2 | a b c abc |
Por sorteio, decide-se rodar apenas o bloco 2.

¢ Que informacdo pode ser obtida do bloco 2 ?
¢ Que informagéo fica perdida ou confundida ?

Tratamentos [ A B AB C AC BC ABC
1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1
a 1 1 -1 -1 -1 1 1 1
b 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
ab 1 1 1 1 -1 1 -1 1
C 1 -1 -1 1 1 1 -1 1
ac 1 1 -1 -1 1 1 -1 1
bc 1 -1 1 -1 1 1 1 1
abc 1 1 1 1 1 1 1 1

A partir da tabela de sinais, observamos que néo é possivel distinguir entre, por exemplo, os
contrastes de A e BC, pois 0s ensaios ab, ac, (1) e bc ndo foram realizados:

Ca= +a +ab +ac +abc -(2) -b  -¢c -bc

Cgec = +a -ab -ac +abc +(1) -b  -c +bc

Como os ensios que diferenciavam os contras de C, e Cgc ndo ofram realizados, os efeitos de A
e BC estdo vinculados

Do mesmo modo, B e AC estdo vinculados, e também C e AB

E preciso cuidado ao escolher o contraste de definicdo para a blocagem

e A idéia é que dois fatores importantes ndo devem estar vinculados entre si

e O que deve ser feito é vincular um efeito importante com uma interacéo de ordem
superior (suposta insignificante)

e Se o bloco 1 for rodado ao invés do bloco 2, a situacdo dos vinculos é a mesma.

9.10.1. Modo rapido de encontrar os vinculos:

Multiplicar os efeitos pelo(s) contraste(s) de definicdo, neste exemplo, o contraste ABC
Vinculode A: A(ABC) = A*BC = BC

AB*C = AC

Vinculo de B: B(ABC)
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Vinculode C: C(ABC) = ABC?> = AB

9.11 EXPERIMENTO 2* COMPLETO VS FRACIONADO
A matriz experimental de um projeto 2* completo
Tratamentos B AB C AC BC | ABC D AD BD | ABD | ¢ | Ao [ Beo | ABcd

1 =il - 1 =1 1 1 il Sl 1 1 -1 1 =il -1 1
a 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1
b -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1
ab 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
c -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1
ac 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1
bc -1 1 il 1 -1 1 il Sl 1 -1 1 -1 1 -1 1
abc 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1
d -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1
ad 1 1 K] 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1
bd -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
abd 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1
cd -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
acd 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1
bed -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1
abcd 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

No experimento completo ndo ha correlagdo entre nenhum fator indicando que todos os efeitos
podem ser estudados separadamente. O termo de erro pode ser estimado pelas interacdes de trés
fatores e a interacdo ABCD é usada para estudar o efeito do bloco.

B AB C AC BC ABC D AD BD ABD (D ACD BCD ABCD

AB

AC
BC
ABC

AD
BD
ABD
()]
ACD
BCD
ABCD

O O O O O O O O O O O O O O -,

O O O O O O O O O O O -,
O O O O O O O O O O =,
O O O O O O O O O
O O O O O O O O

O O O O O ©O O -

O O O O O O =

o O O O O =

o O ©o O -

O O 0O O O O O O O O O O O
o O O -

o

[N

O O O O O O O O O O O O -

Matriz experimental 2* fracionado ou seja 2** onde foi usado o contraste de definicio ABCD
para blocagem e posterior fracionamento
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. Efeito
Efeito Contraste | .
vinculado
A ABCD BCD
B ABCD ACD
AB ABCD CD
C ABCD ABD
AC ABCD BD
BC ABCD AD
ABC ABCD D
D ABCD ABC
AD ABCD BC
BD ABCD AC
ABD ABCD C
cD ABCD AB
ACD ABCD B
BCD ABCD A

Os efeitos vinculados sao:
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40

-30

30

20

Sistema para verificacdo dos efeitos vinculados: multiplica-se o efeito pelo contraste de definicdo
ABCD ou realiza-se a matriz de correlacao.

- Acom BCD,
- B com ACD,
- AB com CD,
- C com ABD,
- AC com BD,
- BC com AD,
- ABC com D.
A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD
A 1
B 0 1
AB 0 0 1
C 0 0 0 1
AC 0 0 0 0 1
BC 0 0 0 0 0 1
ABC 0 0 0 0 0 0 1
D 0 0 0 0 0 0 1 1
AD 0 0 0 0 0 1 0 0 1
BD 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
ABD 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
CcD 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ACD 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
BCD 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ABCD #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0!

10
15
25
35
40
35
30
50

No experimento fracionado é possivel estimar apenas 7 efeitos pois metade dos efeitos esta vinculada a
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N&o recomenda-se um experimento 2** pois interacdes de dois fatores estéo vinculadas com
outras de dois fatores. As interacOes de trés fatores ndo podem ser usadas na estimativa do

termo de erro pois estdo vinculadas com fatores principais. A interacdo ABCD néo pode ser
estimada devido ao fracionamento ter sido realizado usando o seu contraste de defini¢do.Seria

necessario realizar repeticdes para estimar o termo de erro.

| seria caso um dos fatores B, C ou D

técnicas para escolher entre as

-7

-S€ viave

A (nica maneira de um experimento 2** tornar

oes

teragisse com os demais, ou seja, teriamos raz

nao in

interacdes de dois fatores vinculadas.

9.12 EXPERIMENTO 2° COMPLETO VS FRACIONADO
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AD BD AB CD AC BC AB

AC BC AB

AB AC BC AB AB
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No experimento completo ndo ha correlacdo entre nenhum fator indicando que todos os efeitos

podem ser estudados separadamente. O termo de erro pode ser estimado pelas interacdes de trés

fatores e quatro fatores e a interagdo ABCDE ¢ usada para estudar o efeito do bloco.

Matriz experimental 2° fracionado ou seja 2°* onde foi usado o contraste de definicio ABCDE

para blocagem e posterior fracionamento
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definicdo ABCDE ou realiza-se a matriz de correlacéo.

Efeito | Contraste | Efeitos vinculados
A ABCDE BCDE
B ABCDE ACDE
AB ABCDE CDE
C ABCDE ABDE
AC ABCDE BDE
BC ABCDE ADE
ABC ABCDE DE
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AD ABCDE BCE
BD ABCDE ACE
ABD ABCDE CE
(6]p} ABCDE ABE
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Recomenda-se o experimento 2°'pois interacdes de dois fatores estdo vinculadas com outras de

trés fatores, o que ndo é considerado problema uma vez que as interacdes de trés serdo
provavelmente néo significativas . As interagGes de trés fatores ndo podem ser usadas na

estimativa do termo de erro, pois estdo vinculadas com interagdes de dois fatores. A interagédo

ABCDE ndo pode ser estimada devido ao fracionamento ter sido realizado usando o seu
contraste de definicdo Seria necessario realizar repetices para estimar o termo de erro.
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9.13 EXEMPLO 2 #*

Numero de cartas processadas por minuto em uma maquina processadora de envelopes

Fator A: Angulo da correia transportadora
Fator B: Velocidade da correia
Fator C: Material da correia
Fator D: Posicdo da polia
Cada um desses fatores € fixado em dois niveis e a metade de um 2*, ou seja, um 2** é rodado.
ABCD ¢ escolhido como o contraste de definicao
Assim, A(ABCD) = BCD, ...
AB(ABCD) = CD, ...

As formulas usuais sdo utilizadas nos célculos, ou seja,

. Contraste Contraste? _
Efeito = —f— ; SQ =————— ondeN =2*1=8
/2 N
A matriz experimental de um projeto fatorial 2*

Tratamentos | A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD CD ABC
1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1
a 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1
b 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
ab 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
C 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1
ac 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1
bc 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
abc 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
d 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
ad 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 =1 1 1
bd 1 -1 1 -1 =1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
abd 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
cd 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
acd 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
bcd 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
abcd 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Como pode ser visto, ABCD foi usado como o contraste de defini¢do para a divisdo em dois
blocos. O bloco amarelo formado pelos sinais positivos do contraste ABCD e o bloco branco
formado pelos sinais negativos.

Os engenheiros executaram apenas o bloco amarelo.

Bloco 1 [(1) ab ac bc ad bd cd abcd |

Bloco 2 la b c abc d abd acd bcd |
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Andlise de variancia para o projeto 2**

Fonte SQ GDL
A ou BCD 2701,125 1
B ou ACD 1128,125 1
AB ou CD 3,125 1
C ou ABD 1,125 1

AC ou BD 1,125 1
BC ou AD 28,125 1
D ou ABC 1,125 1

Total 3863,875 7

e Na&o ha termo de erro
e Mas evidentemente A e B sdo significativos
e Um estudo adicional desses fatores deveria ser planejado

9.14 ALGORITMO DE YATES PARA PROJETOS FATORIAIS FRACIONADOS 21
O procedimento é o seguinte:

e listar na ordem padréo os tratamentos de um projeto 2*

e Adicionar entre parénteses uma letra (ou letras) para obter os tratamentos que foram
efetivamente rodados

Seja 0 exemplo anterior de um 2**, tendo ABCD como o contraste de definicao

E seja que o bloco 1 apenas é rodado

9.14.1 Exemplo Algoritmo de Yates

Tratamento Resposta Efeito SQ
1) (2) 3) (3)/2%'1 (31231

(@) 74 182 404 805 --

a(d) 108 222 401 147 A+BCD = 36,75 2701,125
b(d) 92 173 72 95 B+ACD = 23,75 1128,125
ab 130 228 75 5 AB+CD = 1,25 3,125
c(d) 68 34 40 -3 C+ABD = -0,75 1,125
ac 105 38 55 3 AC+BD = 0,75 1,125
bc 95 37 4 15 BC+AD = 3,75 28,125

abc(d) 133 38 1 -3 ABC+D= -0,75 1.125
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9.14.2 PAPEL DE PROBABILIDADE

e Listar os efeitos em ordem (I = 1,7) crescente
e Plotar os efeitos no eixo vertical,
e Com os valores de 100((21-1) / 2N) no eixo vertical

Efeito Valor Ordem | 100((21-1) / 14)
C -0,75 1 7,1
D -0,75 2 21,4
AC 0,75 3 35,7
AB 1,25 4 50,0
BC 3,75 5 64,2
B 23,75 6 78,6
A 36,75 7 92,8
99,9 ;
3,92 G
99,0 1 ;l
95,0 f :
/ A
80,0 .
FREOQ. . BC B
50,0 AB
AC
20,0 / B
5.0 yrL
1.0
0.1
-10 0 10 20 30 40
EFEITO

9.14.3 Duas formas de se estimar MQR:

e Aglutinando as SQ dos efeitos ndo significativos:
SQR = SQC + SQD + SQAC + SQAB + SQBC = 34,625
MQR = 34,625/5 = 69
e Graficamente:
39206292 —» 02234 > o2 = MQR=5,50
O valor do MQR estimado é colocado na tabela para continuar os calculos da tabela ANOVA.

Fonte SQ GDL MQ F p-value F crit
A 2701,13 1,00 2701,13 390,05 0,00001 6,61
B 1128,13 1,00 1128,13 162,91 0,00005 6,61
Erro 34,63 5,00 6,93

Total 3863,90 7,00

Pela tabela ANOVA, conclui-se que os fatores A e B sdo significativos.
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9.15 EXPERIMENTO 2 " COMPLETO VS FRACIONADO
9.15.1 Projeto 27 dividido em dois
Metade de um 2’ = 64 ensaios
Confundindo a intera¢do mais alta com os blocos:
ou seja, Contraste de definicdo = ABCDEFG

e dividindo em dois blocos, resulta:

Bloco 1 [(1) ab ac bc ad bd cd abcd.... |

Bloco 2 la b c abc d acd abd bcd ..... |
Ensaia-se apenas um bloco, mas antes verifica-se os vinculos

A(ABCDEFG) = BCDEFG ...
AB(ABCDEFG) = CDEFG ...
ABC(ABCDEFG) = DEFG ... etc.

Tomando para erro as interacGes de trés e quatro fatores,

Fonte GDL Sub-total

Efeitos principais A, B, ..., G 1 para cada 7
(ou interacdes de 6 fatores)

Interacdes de 2 fatores 1 para cada 21
(ou interacdes de 5 fatores)

Interacdes de 3 fatores 1 para cada 35
(ou interacdes de 4 fatores)

Total 63

9.15.2 Projeto fatorial fracionado em quatro

Seja que no exemplo anterior 0s recursos permitissem rodar apenas 32 ensaios. Assim, é preciso
rodar um projeto fracionado em 4.

Escolhendo duas intera¢fes de 4a ordem, por exemplo ABCDE e CDEFG, para fazer a diviséo
dos blocos, entdo automaticamente uma terceira interacdo fica confundida:

ABCDE(CDEFG) = ABC*D*E*FG = ABFG

As interac¢des confundidas néo séo independentes
Portanto, devem ser escolhidas com cuidado

Nesse projeto fracionado em 4, cada efeito estara vinculado o outros trés, por exemplo:

A(ABCDE) = BCDE ; A(CDEFG) = ACDEFG:;  A(ABFG) = BFG

B(ABCDE)

ACDE ; B(CDEFG)

BCDEFG;  B(ABFG) = AFG
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AB(ABCDE) = CDE ; AB(CDEFG) = ABCDEFG; AB(ABFG) = FG

e Efeitos principais livres de interagGes de 1a ordem

e Trés interacdes de 1la ordem (AB, AF, AG) vinculadas a outras intera¢fes de 1a ordem
(FG, BG, BF)

e Escolher com cuidado os fatores principais B, F, G

e Se qualquer um deles ndo apresentar interacdo com os demais, (por exemplo, operador
x aditivo), o experimento podera ser rodado

e As restantes 15 interacGes de 1a ordem estdo livres de interagdes que ndo sejam de 2a
ordem ou mais

e Hé&ainda 6 GDL para o erro, que envolvem apenas interacGes de 2a ordem ou mais.

9.15.3 Anélise do projeto 2’ fracionado em quatro

Fonte GDL Sub-total
Efeitos principais A, B, ..., G 1 para cada 7
Interacdes de 1la ordem AC, AD, ... 1 para cada 15
AB (ou FG), AF (ou BG), AG (ou BF) 1 para cada 3
Interacdes de 2a ordem ACF, ACG, ... 1 para cada 6
Total 31

9.16 EXERCICIOS

9.1 Um grupo de engenheiros deseja determinar quais os fatores que afetam o tempo de
processamento em uma workstation. Eles decidem fazer um experimento incluindo os seguintes

fatores:
Fator Nivel 1 Nivel 2
A = N? de softwares abertos 2 4
B = Processador I/O Nao Sim
C = Distribuicao dos arquivos C1 C2
D = Tipo de coprocessador D1 D2

Como os ensaios sdo bastante trabalhosos (exigem mudar o setup do computador e tomam
tempo), a escolha recaiu sobre um projeto 2* dividido em dois, ou seja, em um 2 *™*. Os dados
coletados (tempo em minutos) revelaram:

Q)= 19,6 bc = 11,8
ab = 29,2 bd = 22,0
ac = 19,2 cd = 08,7
ad = 29,5 abcd = 20,6

Como pode ser visto, ABCD foi usado como o contraste de definicdo para o fracionamento.
Considerando que o fator D ndo interage em absoluto com os demais (informacéo técnica dos
engenheiros), mas os demais fatores podem interagir entre si, pede-se:

a) Qual a caracteristica de qualidade que esta sendo medida ?

b) Use 0 método de Yates e ache os efeitos e somas quadradas

¢) Indique quais os fatores e interacGes significativos
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d) O que fazer para obter qualidade ? Economia ?

Solugéo:
a) Caracteristica de qualidade:

b) Tabela de Yates

Tratam. Resposta Q) 2) (3) Efeito SQ

1) -

a A=BCD=

b B=ACD =

ab

C

ac

bc

abc

¥ = 374,95

¢) Papel de probabilidade para identificar efeitos significativos:

Efeito Valor

Ordem i

100 (2i-1) / 14

D -10,00
AB -1,10

BC
AC

1
2

7,1
21,4




Projeto de Experimentos 123
9. Experimentos Fatoriais Confundidos em Blocos

99

95

80

50

20

5

1

0,1

Efeitos significativos:

d) Tomada de deciséo

9.2. Um engenheiro de alimentos esta estudando um processo de resfriamento. Por questdes de
textura e sabor, sabe-se que o tempo de resfriamento ideal € de 90 min. Analise os dados a
sequir, identifique os fatores significativos e conclua a respeito do melhor ajuste para o
processo.

Temperatura do ar

A1=0 A2=5

Velocidade do ar B1=10 B2=20 B1=10 B2=20

Posicdo nacamara | Cl= | C2= | 4 C2 C1 C2 C1 Cc2
baixa | alta

Espacamentoentre | D1= | D2 =

oridadles 17 15 D2 D1 D2 D1 D1 D2

89 96 113 106 85 80 97 101
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10.14 METODOLOGIA DE SUPERFICIE DE RESPOSTA

10.14.2 Introducédo a MSR
A Metodologia de Superficie de Resposta (MSR) envolve uma série de técnicas orientadas a
andlise de experimentos planejados de modo a gerar informages suficientes para a modelagem
das respostas de interesse através de superficies n-dimensionais.
Apos a construcdo de modelos para a resposta, 0 interesse recai na busca do ajuste 6timo, ou
seja, na busca de regides que conduzam a um valor minimo, méaximo ou nominal, conforme a
caracteristica da resposta em questdo.

Aplicacbes da MSR

A MSR tem ampla aplicacéo dentro da engenharia, contribuindo para a otimizacdo de produtos
ou processos, principalmente quando os fatores controlaveis sdo a niveis continuos.

Apesar do potencial da MSR no que se refere a otimizacao de produtos e processos, essa
metodologia é pouco empregada no Brasil, pois exige 0 dominio dos conceitos basicos de
projeto de experimentos, regressdo maltipla e otimizacéo, e poucas escolas de engenharia
mantém cursos que contemplem todas essas areas.

10.14.3 Etapas no uso da MSR
A proposta da MSR é responder questBes gerais referente ao comportamento da resposta dentro
do intervalo de interesse e, em particular, mapear regides de alto desempenho. Os estudos
envolvem trés etapas principais:
» Planejar o experimento, distribuindo adequadamente o0s pontos experimentais
« Estimar os coeficientes da equacdo da superficie de resposta
« Explorar a superficie de resposta encontrando o ajuste dos fatores que maximiza a resposta
A estratégia de analise supde que a resposta Y possa ser representada por uma fungédo

polinomial dos fatores controlaveis Xi, X,, ..., Xk. Entre os modelos possiveis, estdo o modelo
linear,

Y - bo + b1X1 + b2X2 + oo + kak



0 modelo quadrético,
Y = bO + b]_X]_ + bZXZ + b bllX]? + bzXZZ + b + b12X1X2 + b

e também modelos ndo lineares.

10.14.4 Projetos de Superficie de resposta

Os coeficientes dos modelos podem ser estimados mais eficientemente se for usado um projeto
experimental adequado para a coleta de dados. Projetos para o ajuste de superficies de resposta
sdo chamados de projetos de superficie de resposta.

Por exemplo, para ajustar modelos lineares, toda a classe de experimentos 2* sdo

particularmente eficientes. Eles permitem fracionamento, blocagem e a suposicéao de
linearidade pode ser facilmente testada acrescentando-se alguns pontos centrais.

Exemplos de projetos para modelos lineares

Um projeto 2% com um ponto central Um projeto 2% com um ponto central

10.14.5 Projetos para modelos quadréticos

Para o ajuste de modelos quadréticos, o Projeto Composto de Segunda Ordem (PCSO) é
recomendado. Esse projeto, que sera visto a seguir tem inimeras vantagens. Ele tem como
base um projeto 2%, exige um niimero pequeno de ensaios, pode contemplar blocagem,
rotacionalidade e ortogonalidade.

O que aparece a seguir € um exemplo de um PCSO para um experimento de dois fatores
controlaveis:



Exemplo de um PCSO

(0+0a)
b (-1,+1) ab (+1,+1)
(-c1,0) o tof G0

®
D)
oA

™) ) X,

@ r — @ ® Tﬁxl

1 (-1,-1) a(+1,-1)

(0,- (X)

Matriz experimental

A matriz experimental para esse experimento seria a seguinte:

Rodada X1 X2 Y

1(1) -1 -1 Fatorial
2 (a) +1 -1 Fatorial
3 (b) -1 +1 Fatorial
4 (ab) +1 +1 Fatorial
5 o 0 Estrela

6 - 0 Estrela

7 0 o Estrela

8 0 -0l Estrela

9 0 0 Central

10.14.6 Construcéo dos PCSO

Como pode ser visto, 0 PCSO é a soma de um experimento 2% ‘mais uma estrela, mais pontos
centrais. Por isso o nome projeto composto. Os pontos da parte fatorial (2¥) permitem a
estimativa de termos lineares e interagdes. Os pontos da estrela, permitem a estimativa de
efeitos quadraticos puros.

De forma geral, os PCSO consistem de trés partes:

a) A parte fatorial, ou seja 2 vértices de um cubo k dimensional (ou uma fragéo desses vértices)
com coordenadas 1, £1, ..., £1.
b) A parte em estrela, 2xk vertices com coordenadas 0, ..., +a, ...,0.

C) n, pontos centrais, com coordenadas 0,0,...



Exemplo de um PCSO - 3 fatores

A figura a seguir apresenta um PCSO para um experimento de trés fatores:

Matrix experimental

A matriz experimental desse projeto seria:

Rodada X1 (A) X2 (B) X3 (C) Y
1(1) -1 -1 -1 Fatorial
2 (@ +1 -1 -1 Fatorial
3 (b) -1 +1 -1 Fatorial
4 (ab) -1 +1 +1 Fatorial
5(c) -1 -1 +1 Fatorial
6 (ac) +1 -1 +1 Fatorial
7 (bc) -1 +1 +1 Fatorial

8 (abc) +1 +1 +1 Fatorial

9 o 0 0 Estrela
10 -a. 0 0 Estrela
11 0 o 0 Estrela
12 0 -aL 0 Estrela
13 0 0 o Estrela
14 0 0 -a Estrela
15 0 0 0 Central

10.14.7 Caracteristicas dos PCSO

Caso necessério, o projeto pode contemplar repeti¢cGes do ponto central, aumentando os graus de
liberdade do termo de erro, ou seja, permitindo uma avaliagdo mais precisa da variancia
experimental.

O valor de alfa pode ser definido de modo que o projeto tenha algumas propriedades
interessantes. Por exemplo, alfa pode ser calculado para atribuir rotacionalidade ou
ortogonalidade ao projeto.



10.14.7.1 Rotacionalidade

Um projeto rotacional assegura a mesma precisao nas estimativas de Y para todos o0s pontos do
espaco amostral. Para atribuir rotacionalidade ao projeto, o valor de alfa deve ser definido
usando:

1
a= Fs onde F se refere ao nimero de pontos da parte fatorial

10.14.7.2 Ortogonalidade

Outra possibilidade é atribuir ao projeto a condi¢ao de ortogonalidade. Nesse caso, a estimativa
dos coeficientes de termos lineares e quadraticos resultam independente, ou seja, essas
estimativas ndo se alteram guando algum termo é eliminado do modelo.

Para atribuir ortogonalidade ao projeto, o valor de alfa deve ser definido usando:

1

1/2 _ g1/ 4
. {[(F+T) 2_F 2]><F}

4 X n2

onde F se refere ao niumero de pontos da parte fatorial

T é o numero de pontos adicionais (estrela mais pontos centrais), multiplicado pelo nimero de
repeticdes n

10.14.7.3 Blocos ortogonais

Por fim, os PCSO sdo particularmente eficientes quando existe a necessidade de blocagem.
Nesse caso, 0 projeto é normalmente dividido em dois: um bloco contendo a parte fatorial e 0
outro bloco contendo a parte em estrela. Os pontos centrais sdo utilizados para assegurar o
mesmo numero de ensaios em cada bloco.

Para assegurar que 0s blocos serdo ortogonais entre si, 0 que ira permitir extrair o efeito entre
blocos, caso ele exista, basta ter o mesmo nimero de ensaios em cada bloco e definir o valor de
alfa usando:

10.15 MODELAGEM DAS VR

Inicialmente, a partir dos resultados do experimento planejado, chega-se a modelos para as
variaveis de resposta. Esses modelos podem contemplar média e variabilidade:

Yl =f1 (Xl, X2, vy Xk) Ovy1 = gl (Xl, Xg, veey Xk)
Y2 =f2 (Xl, X2, vy Xk) Oy2 = 92 (Xl, Xg, veey Xk)
Yp = fp (Xl, X2, veny Xk) Ovp = 0p (Xl, Xg, ey Xk)

Para todas as variaveis de resposta Yj, ja se conhece de antemé&o o seu valor alvo, os limites
de especificacédo e a importancia relativa (IR;).



10.15.2 Regressao linear simples
A regressdo linear simples se aplica aquelas situac@es onde ha duas variaveis (digamos, X e Y)
que podem possuir uma relagdo de causa e efeito. A variavel X é chamada de variavel
independente ou fator controlavel (causa) e a variavel Y ¢ a variavel dependente ou variavel de
resposta (efeito, que depende de X). E dito relacdo linear simples, pois supde-se tendéncia linear
entre as variaveis e simples por ser uma Unica variavel independente (X).
Seja que existam dados coletados (pares de valores) associando uma variavel de resposta Y
(variavel dependente) com uma variavel regressora X (variavel independente). E suponha que
arelacdo entre Y e X seja aproximadamente linear. Entdo o valor esperado de Y para cada
valor de X viré dado por:
E(Y/X) = B0+ p1X
onde os parametros da relacdo linear, 0 e 1, sdo desconhecidos.
Vamos supor que cada observacdo Y possa ser descrita pelo modelo:
Y= pB0+p1X +¢

onde ¢ é o erro aleatério, com média O e variancia 2.

Y=p0+pB1X I‘ﬂ‘f"

X x+1

Na equagéo de regresséo linear simples, os coeficientes séo:
B0 éa interseccdo, ou seja, 0 valor que Y assume quando X=0.
B1 é o coeficiente angular (inclinacdo da reta). O coeficiente 0 mostra a variagdo de Y para
cada unidade de variacdo de X. O coeficiente angular B1é a tangente do &ngulo e quanto maior o
valor mais inclinada é a reta.

e Se “B1” é positivo, a reta é crescente;

e Se “B1” € negativo, a reta é decrescente;

e Se “B17¢ zero, Y ndo depende de X e a reta ¢ paralela ao eixo X na altura do valor 0.



B1 maior que zero

Y
":mesmo “p1r
B1 maior que zero
1=0
po P
B1 menor que zero
X

Exemplo

Apdbs uma regulagem eletrdnica um veiculo apresenta um rendimento ideal no que tange a
rendimento de combustivel. Contudo, com o passar do tempo esse rendimento vai se
degradando. Os dados que aparecem na tabela representam o rendimento medido més a més
apos a regulagem. Calcule a equagao de regresséo.

X: meses ap6s a regulagem 1 2 3 4 5 6

Y : rendimento 10,7 10,9 10,8 9,3 9,5 10,4
X: meses ap6s a regulagem 7 8 9 10 1" 12
Y : rendimento 9,0 9,3 7,6 7,6 79 7,7

Se ha n pares de dados (Y31, Xi), ..., (Yn, Yn) é possivel estimar os pardmetros 0 e B1
usando 0 método dos Minimos Quadrados, o qual busca minimizar:

L =% (Yops-Yes)’ = = (Yi — (b0 + bl Xi))?

Meses(X) | Rendimento(Y)
1 10,7
2 10,9
3 10,8
4 9,3
5 9,5
6 10,4
7 9
8 9,3
9 7,6
10 7,6
11 7,9
12 7,7
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O Método dos Quadrados busca minimizar:
0\ 2
L= E (Yobs = Yest)? = E (Y; — (b0 + b1 Xi))

Onde b0 e bl s&o estimativas amostrais de B0 e B1. O uso do método conduz as seguintes
estimativas:

bl = SXY / SXX

Sex = 42 = (Y %)
sw=>0 = (On) m
Sw= ) X = () x) (D ) /m

Meses(X) | Rendimento(Y) XN2 Y2 X*Y
1 10,7 1 114,49 | 10,7
2 10,9 4 118,81 | 21,8
3 10,8 9 116,64 | 324
4 9,3 16 86,49 | 37,2
5 9,5 25 90,25 | 475
6 10,4 36 108,16 | 62,4
7 9 49 81 63
8 9,3 64 86,49 | 744
9 7,6 81 57,76 | 68,4
10 7,6 100 57,76 76
11 7,9 121 62,41 | 86,9
12 7,7 144 59,29 | 92,4
78 110,7 650 | 1039,55 | 673,1

Y X; =7800; ¥ X?=650,00; X = 6,50



YY; =110,70; Y Y? =1039,55; Y =9,225

Desvio-padrdo de X

Sxx= Y X?—-(XX)?/n= 650 —(78)?/12 = 143,00

Desvio-padrdo de Y

SYY= Y YA —(XY;)?/n=1039,55 —(110,70)%/12 =18,34
Covariancia de X,Y:
SXY=ZXiYi— (in)(zyi)/n = 673,1 —(78x110,70)/12 = —46,45
Estimativa dos parametros:
bl = SXY/SXX = —46,45/143,00 = —0,325
by =Y — b, X = 9,225 — (—0,325)6,50 = 11,34
Equacéo de regressao
Y =11,34 + (—0,325) x X

Coeficiente de determinacéo R?

(F-%)L v=p0+p1X

X X

Coeficiente de determinagio R?é uma medida de qu&o bem a equacao de regressdo se ajusta aos
dados amostrais. R? equivale a proporcéo da variancia dos valores de Y que pode ser atribuida
a regressdo com a variavel X.

O coeficiente de determinacéo é calculado segundo:
SZ

RZ — Xy

Sxx X Syy

O coeficiente de determinacéo indica o percentual da variabilidade de Y que € explicado pelo

modelo de regressdo em funcéo de X.

Para o0 exemplo analisado resultou

R? _ Sy _  —4645"
S« xS, 143,00x18,34




R? :(-0,907)2 =0,82, ou seja, 82% da variabilidade nos resultados de rendimento de
combustivel pode ser devida ao tempo decorrido apds a regulagem e 18% da variabilidade total
é devido a outros fatores que ndo foram investigados ou a fatores de ruido.

Hipoteses do Modelo

A adequacdo do ajuste e as suposi¢cdes do modelo podem ser verificadas através de uma analise
dos residuos. Deve-se realizar a anélise de residuos que é a diferenca entre os valores
observados e 0s previstos pela equacao
R; = Yops — Yest
R; = Yops — (bo + b1X;)

E verificar as seguintes hipoteses:

e Addistribui¢do do erro possui média zero;

e A variancia do erro é constante;

e Adistribuicdo do erro é normal;

e Os valores do erro sdo independentes dos y observados.

Adequacao do ajuste

A adequacéo do ajuste é testada plotando os residuos em funcdo de X. Se o ajuste for bom, os
residuos seguirdo um padrdo aleatério. Caso contrario, alguma tendéncia curvilineo sera observada.
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Na figura abaixo, os residuos néo sdo aleatérios, demonstrando a falta de ajuste do modelo linear:
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Na Figura abaixo (a) representa uma situacdo onde o ajuste é adequado, enquanto que (b)
representa uma situacdo onde o modelo linear ndo se ajusta bem aos dados.
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X X
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Caso os residuos ndo estejam distribuidos aleatoriamente € indicio de falta de ajuste do modelo,
ou seja, faltou algum termo quadratico, um logaritmico ou outros (de uma ou mais variaveis
independentes). Quando isso acontecer deve-se acrescentar a tabela dos dados colunas com os
termos julgados necessarios.

Se 0 modelo linear ndo fornece um bom ajuste, as vezes o problema pode ser contornado
trabalhando-se com valores transformados de X ou Y, por exemplo:

Y == bo +b1\/y
Y = by + b, X*onde X x= VX
Dados atipicos

Alguns dados coletados podem estar muito influenciados por fatores externos ao estudo, ou
podem ter sido digitados errados, ou podem ser provenientes de erros de leitura.

Os residuos padronizados sdo calculados dividindo-se o residuo pelo desvio-padréo:

_ Yi-(bo + b1 Xy)

Z; S

onde:

S = /SQR/n—2

SQR = Syy_ biSxy
Considera-se um valor atipico quando o residuo padronizado (Z) for maior do que:
Z > 3,00 considerando um intervalo de confianca de 99,73% ou

Z > 1,96 considerando um intervalo de confianca de 95,00 %



Quando ha desconfianca da presenca destes dados, deve-se verificar a procedéncia dos mesmos
e caso sejam valores realmente atipicos, deverdo ser retirados e uma nova regressao deve ser
feita.

Homogeneidade da variancia

A suposicao de homogeneidade da variancia c® ao longo de todo o intervalo de X também
pode ser verificada analisando o grafico de Residuos x X.

A Figura abaixo apresenta duas situacdes: (a) onde verifica-se a suposi¢ao de homogeneidade, e
(b) onde essa suposicao é violada.

o 4 & 12 16 20
X ®

(a) (b)

Se a suposicdo de homogeneidade da variancia é rejeitada, pode-se usar o método da regresséo linear
ponderada, onde se busca os valores de 0 e B1 que minimizam

L= Z(Yobs_Yest)2 = Z Ki(Yi _(bO +b1xi))2

Nesse caso, 0s pesos k; sdo inversamente proporcionais a variancia.

Exercicio (resolucao no Excel)



Um servico de tele-entrega tem um site para entregas a domicilo, e fez um levantamento de quanto
gastaram 32 de seus clientes durante certo periodo. Ele deseja saber se este gasto depende da distancia
do domicilio ao ponto de venda:

Distancia do domicilio Consumo
ao Ponto de Vendas | Médio semanal

(Km) (RS)
2,3 23,1
3,1 27,5
3,8 26,1
2,1 24
3,4 26,2
4,6 31,3
2,8 26,1
2,6 19,6
4,8 36,4
1,8 17,8
4,3 31,3
5,5 36
0,7 14,1

3 22,3
1,1 17,3

A equacéo apresenta um valor de b1=4,92 ou seja, para cada km adicional de distancia do
morador, o consumo semanal dele aumenta de R$ 4,92

Pelo equacdo poderia-se concluir que quando X=0, o consumo previsto é de R$10,28? Néo.

A equacéo so é valida para o intervalo estudado (ou seja entre 0,7 Km e 6,1 Km). N&o é possivel
aplicar a equacéo para valores fora do intervalo investiga

10.15.3 Regressao Multipla

Embora haja muitos problemas em que uma variavel pode ser predita com bastante precisao em
termos de outra, é claro que as predi¢des devem melhorar se for levado em conta informagdes
adicionais importantes. Por exemplo:

- Pode-se fazer melhores predi¢des sobre o desempenho de funcionérios recém contratados se
for levado em consideracdo ndo somente sua formacao, mas também seu tempo de experiéncia e
sua personalidade;

- Pode-se fazer melhor predicdo do sucesso de um novo produto se for considerado ndo somente
sua qualidade, mas o potencial de procura e a concorréncia.

- A qualidade de um processo quimico pode depender da temperatura, pressao e taxa de
agitacdo. Nesse caso hé trés variaveis regressoras.



Uma equacao de regressao linear multipla expressa uma relacdo entre uma varidvel dependente
e duas ou mais variaveis independentes.

Y =B +B1 X1 +BoXo 4+ ... +P X +€
Onde:
Y = valor da variavel dependente
Bo = coeficiente de interseccdo
k = numero de variaveis independentes
X1, Xa, ..., Xk, = Variaveis independentes
B1, B2, ..., Pk = coeficientes das variaveis independentes
e = termo de erro

O problema entdo é estimar o valor dos coeficientes 3; a partir de um conjunto de dados do tipo:

Y X1 X5 . X
Y1 X11 X12 s X1k
Y2 X21 X22 s Xok
yn Xn1 Xn2 e Xnk

Ou seja, estimar by, by, by ...
10.15.4 Exemplo

Um distribuidor de cerveja esta analisando seu sistema de distribuicdo. Ele esta interessado em
prever o tempo requerido para atender um ponto de venda. O engenheiro industrial acredita que o0s
dois fatores mais importantes sdo o0 nimero de caixas de cerveja fornecidas e a distancia do depdsito
ao posto de venda. Os dados devem ser coletados pareados. As linhas representam as observagdes
coletadas e as colunas os fatores controlaveis (Xs) e a Variavel de resposta (Y).

Xé;?xa(:e X,: n° de caixas terYn:po
10 30 24
15 25 27
10 40 29
20 18 31
25 22 25
18 31 33




12 26 26
14 34 28
16 29 31
22 37 39
24 20 33
17 25 30
13 27 25
30 23 12
24 33 40

Resolucgéo:

- Andlise preliminar dos dados: Fazer um gréfico de dispersao das variaveis independentes
versus variavel dependente.
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Analise do modelo

Para testar a significancia geral do modelo de regressao realiza-se o teste de hipétese
F para confirmar a “inexisténcia de relacdo entre X ¢ Y .

HO: By B2;..;Px=0
H1: B;i # 0 para pelo menos um

Obtém-se 0 Feaiculado fazendo MQR/MQR,g4

A hipo6tese nula sera rejeitada quando:

Fcalculado > Fa/Z,k,n—k—l ou walor — p < 0,05(5%)

ANOVA

gl SQ MQ F F de significacéo

Regresséo 2 331,3585994  165,67929997 16,7954 0,000332524
Residuo 12 118,3747339  9,864561157



Total 14 449,7333333

Identificagao dos fatores significativos

Para identificar os fatores significativos faz- se um teste individual sobre a

significancia de cada parametro b;

Se o0s residuos seguem o modelo normal, os parametros b; também irdo seguir esse

modelo, ou seja:

b —N(8,62)

De modo que para testar as hipdteses HO: B; = 0 e H1: B; # 0 usa-se a distribuicao de

Student, calculando:

A hipoétese nula sera rejeitada quando:

= bi/Sh;

‘ti ‘ > ta/2 ' n-k-1 ou valor-p < 0,05 (5%)

Coeficientes Erro padrdo Stat t Valor-p
Interse¢do 2,31120209 5,857302725 0,394584709 | 0,70007
Variavel X 1 0,87720461 0,153034597 5,732067324 | 9,4E-05
Variavel X 2 0,45592077 0,146762335 3,106524374 | 0,00908

Neste exemplo todos os termos sdo significativos, pois 0s valores-p sdo menores que

0,05 (5%). A equacdo de regressao eé:

Y =2,31+0,877X, +0,459X,

Os termos que ndo sdo significativos ndo devem permanecer no modelo. Logo, deve-se
retirar um termo por vez e rodar novamente a rotina de regressao até definir um modelo

com apenas termos significativos.

Andlise do coeficiente de determinacéo R,

R? é uma medida de qu&o bem a equacdo de regressdo multipla se ajusta as dados
amostrais e indica a percentagem da variabilidade total que é explicada pelo modelo de

regresséo.

Se R? =1, todas as observacdes estardo sobre o hiperplano definido pelo modelo.

Se R? = 0, ndo ha nenhuma relagdo entre a variavel de resposta e as variaveis

independentes.




No exemplo, R?=0,7376, ou seja, 73,67% da variabilidade do fenémeno pode ser
explicada pelo modelo de regresséo.

Estatistica de regressdo

R multiplo 0,85836418
R-Quadrado 0,73678906
R-quadrado ajustado 0,69292057
Erro padréo 3,14078989
Observacdes 15

Ané.hse dO Rz ajustado

.0 Rzajustado é um ajuste do coeficiente de determinacgéo R? modificado para levar em
consideracdo o numero de varidveis e o0 tamanho amostral.

=1—&(1— R?)

[n-(k+1)]

Onde: n é o tamanho da amostra e k é o0 nimero de variaveis independentes

R2

ajustado

Para analisar o valor do R%usado deve-se comparé-lo com o valor do R?. Se esses
valores forem muito diferentes, pode-se afirmar que ha um excesso de variaveis no
modelo.

Andlise dos gréaficos dos residuos
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Os residuos do ponto 5 tém comportamento diferente dos residuos dos outros pontos. Este fato
pode indicar que este ponto ndo pertence a esse grupo de dados. Se houver registro de alguma
causa especial que tenha afetado esta entrega em particular, essa observacdo pode ser eliminada
do conjunto e a analise poderia ser refeita, possivelmente fornecendo um modelo mais preciso.

Dados Atipicos

Seguindo na andlise, observar a coluna dos residuos padronizados para verificar a existéncia de
valores atipicos. Se isso acontecer o dado atipico deve ser eliminado e a rotina de regressao

deve ser rodada novamente.

Observacao Y previsto Residuos Residuos padrdo
1 24,7608713 -0,760871317 -0,261665052
2 26,8672905 0,132709479 0,045639035
3 29,320079 -0,320079022 -0,110075767
4 28,0618682 2,938131815 1,010428962
5 34,2715743 -9,271574323 -3,188511547
6 32,234429 0,765571022 0,263281289
7 24,6915975 1,308402542 0,449962053
8 30,0933728 -2,093372844 -0,71991479
9 29,5681782 1,431821786 0,492406159

10 38,478772 0,521227954 0,179251257
11 32,4825282 0,517471829 0,177959518
12 28,6216997 1,378300256 0,474000006
13 26,0247228 -1,02472284 -0,352404079
14 39,1135182 2,88648185 0,992666443
15 38,4094982 1,590501813 0,546976513

Codificacao dos niveis

Nas equages de regressao multipla, pode ser interessante comparar os efeitos dos diferentes

fatores controlaveis (termos) do modelo.

Neste caso, é necessario padronizar o intervalo de variacao dos diferentes termos do modelo,
para que os coeficientes sejam diretamente comparaveis entre si. E necessario converter os

niveis reais do intervalo de investigacdo em niveis codificados do intervalo.

O nivel baixo serd o nivel —1 e o nivel alto sera o nivel +1

Apresenta-se a seguir como converter os niveis reais (NR) em niveis codificados (NC):

_ NR—((LSI-LII)/2+LI)

NC ((LSI=LI1)/2)

onde:

VvC representa o valor central do intervalo investigado VC = ((LSI — LII)/2 + LII);
LSl representam o limite superior do intervalo investigado;

LIl representam o limite inferior do intervalo investigado.

Por exemplo, o intervalo de investigacdo da temperatura é de 100 °C a 120 °C.

LI =100°Ceo LSI=120°C.

~ 120-100

VvC +100=110




O valor central é calculado como:

100-110
(120-100)/2 ~

O nivel 100 °C é calculado como: NC =

; o & _110-110 _
O nivel 110 °C € calculado como NC = 20-100/2 = 0
E 0 nivel 120 °C é calculado como NC = ——— -0 — 11

T (120-100)/2

Como os niveis variam de —1 a +1, o calculo do coeficiente 1 (inclinagdo da reta) em uma
equacdo de regressdo equivale ao efeito do fator dividido por dois, ou seja,

efeitoANOV A
Azmy

efeito

B1

-1 +1
1

10.16 FUNCAO DE PERDA MULTIVARIADA
10.16.2 Introducédo a funcao de perda multivariada

Na maioria dos estudos experimentais, existe mais de uma variavel de resposta de interesse,
exigindo o uso de algum procedimento multivariado na busca do ajuste 6timo dos fatores
controlaveis.

O procedimento que serd mostrado a seguir baseia-se na utilizacdo da Funcdo de Perda
Multivariada. Trata-se de um procedimento bastante genérico que ira fornecer resultados
consistentes na maioria das aplicagdes praticas.

A funcéo de perda é empregada para quantificar a perda que um produto impdem a sociedade
pela falta de qualidade.

Em muitos casos, essa perda resulta aproximadamente proporcional ao quadrado do desvio da
meta estabelecida para uma certa caracteristica de qualidade, ou seja:

2 =Kl -mp?
Z(i) é a perda associada com o desvio da meta, para a unidade i;

Y é o valor medido da VR;coletada em um determinado ajuste i dos FC i;
T é ameta para a respectiva VR;;
k & o coeficiente de perda da qualidade, que converte o desvio do alvo em R$.



T

L(y)

Sao aceitaveis todas as i
unidades produzidas dentro dos |
limites (m - A até m + A)

Ao

Na otimizagdo, é preciso atribuir pesos a cada VR. Esses pesos, tém duas funcdes:

a) normalizar os valores que representam os desvios do alvo, obtidos nas unidades de grandeza
da caracteristica de qualidade, para que os desvios de todas as VR possam ser diretamente
comparaveis;

b) considerar a importancia relativa (IR;) de cada VR.

Para todas as variaveis de resposta Y;, deve-se conhecer de anteméo o seu valor alvo, os limites
de especificacéo e a importancia relativa (IR;).

Existem trés tipos variaveis de resposta: nominal-é-melhor, maior-é-melhor e menor-é-melhor.

Nominal-é-melhor se refere as caracteristicas que tém um valor alvo e qualquer desvio deste
valor (para cima ou para baixo) incorre em uma perda de qualidade. Por exemplo, seja uma
caracteristica de qualidade cujo valor alvo é T = 6,0 e especificacdes de +/- 3,0.

IR]'

Nominal-é-melhor: K; = ((LSE-LIE)/2)?

Perda
20

o\ /
/

L(y)

Maior-é-melhor se refere as caracteristicas que tém um valor minimo estabelecido e, se esse
valor for superado tanto melhor. Por exemplo, seja uma caracteristica cujo valor Alvo=12 e
limite inferior de 3,0. N&o existe limite superior de especificacéo.

IR]'

Maior-é-melhor: K=—-2L—
(alvo-LIE)



Perda
14
12 L\
10 \
L(y) 8 \
6
4
2 \
\
0 T T
0 3 6 9 12
y

Menor-é-melhor se refere as caracteristicas que tém um valor maximo estabelecido e, se esse
valor for menor tanto melhor. Por exemplo, seja uma caracteristica cujo valor Alvo=1 e limite
inferior de 7,0. N&o existe limite inferior de especificacao.

, IR
Menor-é-melhor:  K; = ———;
(LSE—alvo)

Perda

30,00

25,00

20,00 /
L) 15,00 /

10,00

5,00
0,00 __/

0 3 6 9 12

10.16.3 FUNCAO PERDA MULTIVARIADA

A expressdo da funcédo de perda multivariada é a seguinte:

J

2 = Y [k (7 - 1)
T=1

ey
1

onde: Z(i) é o valor que a fungdo de perda “Z” assume para um dado ajuste
fatores controlaveis;

do conjunto dos

Kj € a ponderacdo atribuida a VR "j";

A
173+

Y j ¢ o modelo matematico que fornece uma estimativa da média da VR “j” em funcao do ajuste
‘C‘l‘”

dos fatores controlaveis;

T; é o valor alvo paraa VR "j";
(nota: para VR do tipo maior € melhor ou menor é melhor, quando o valor de \A(j supera o alvo,

atribui-se zero para o correspondente desvio do alvo).



EXEMPLO: Funcéo de perda para a média de duas variaveis de resposta:
— primeira VR = Produtividade do tipo Maior-é-melhor
— segunda VR = Qualidade do tipo Nominal-é-melhor

() IR B v ) IR, v, -7,

= X X
(alvo, — LIE;)? ((LSE, - LIE,)/2)

10.16.4 Notas sobre a Funcao perda Multivariada

Vale observar que a perda é funcdo das VR Y, que por sua vez sdo funcdo dos fatores controlaveis X.
Logo, em ultima anélise tem-se que a perda é funcdo de X, ou seja, € funcdo do ajuste dos fatores
controlaveis.

Observa-se também que a perda cresce quadraticamente quando qualquer VR afasta-se do alvo (ou em
regides onde aumenta a variabilidade das VR). Assim, o objetivo é encontrar o ajuste dos fatores
controlaveis que minimiza a funcao perda.

Este ajuste 6timo estara associado a uma regido onde as VR estdo proximas de seus respectivos alvos
(ou em regiBes onde a variabilidade é pequena). Em projetos com muitos fatores, a busca do ponto
6timo exige suporte computacional.

O Solver do Excel pode ser usado para identificar a melhor combinagdo dos fatores controlaveis que
otimiza o conjunto das variaveis de resposta simultaneamente.



Bibliografia

1. ANG, A.H-S. & Tang, W.H. (1984), Probability Concepts in
Engineering Planning and Design. John Wiley and Sons, New York.

2. BOWKER & Lieberman, (1959), Engineering Statistics. Prentice
Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, USA.

3. BOX, G., Hunter, W.G., and Hunter, J.S. (1978), Statistics for
experimenters, John Wiley and Sons, New York.

4. DUNCAN, A.J. (1974), Quality Control and Industrial Statistics,
4th ed., Irwin, Homewood, ILL.

5. HICKS, C.R. (1973), Fundamental Concepts in the Design of
Experiments. John Wiley and Sons, New York.

6. JOHNSON, N.L. & Leone, F.C. (1977), Statistics and Experimental
Design. John Wiley and Sons, New York.

7. MILLER, I. & Freund, J.E. (1977), Probability and Statistics for
Engineers. 2nd ed., Prentice Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey,
USA.

8. MONTGOMERY, D.C. (1984), Design and analysis of
experiments. John Wiley and Sons, New York, 2nd ed.

9. MONTGOMERY, D.C. (1985), Introduction to Statistical Quality
Control. John Wiley and Sons, New York.

10. SHAPIRO, S.S. & Gross, A.J. (1981), Statistical Modeling
Technique. Marcel Dekker, Inc, New York.

11. SNEDECOR, G.W. & Cochran, W.G. (1980), Statistical Methods.
7th ed., The lowa State Univ. Press, lowa, USA.

12. WERKEMA, M. C. C. Ferramentas Estatisticas Basicas para o
Gerenciamento do Processo, Fundacdo Christiano Ottoni, Escola de
Engenharia da UFMG, Belo Horizonte, MG,1995

13. WERKEMA, M. C. C. Planejamento de experimentos, Fundagao
Christiano Ottoni, Escola de Engenharia da UFMG, Belo Horizonte,
MG,1995



Areas sob a curva normal

(Cauda da esquerda)

z 0,09 008 007 006 005 004 003 002 001 0,00 z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 009

-3,9 [0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000| [0,0 [0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
-3,8 [0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001| [0,1 [0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
-3,7 |0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001| [0,2 [0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
-3,6 [0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002| [0,3 [0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
-3,5 |0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002| |04 |0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
-3,4 [0,0002 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003| [0,5 [0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
-3,3 [0,0003 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0005 0,0005 0,0005| [0,6 [0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
-3,2 |0,0005 0,0005 0,0005 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0007 0,0007| [0,7 [0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
-3,1 |0,0007 0,0007 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0009 0,0009 0,0009 0,0010| ]0,8 ]0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
-3,0 |0,0010 0,0010 0,0011 0,0011 0,0011 0,0012 0,0012 0,0013 0,0013 0,0013| [0,9 |0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
2,9 [0,0014 0,0014 0,0015 0,0015 0,0016 0,0016 0,0017 0,0018 0,0018 0,0019| [1,0 [0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
-2,8 [0,0019 0,0020 0,0021 0,0021 0,0022 0,0023 0,0023 0,0024 0,0025 0,0026| |1,1 |0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
-2,7 10,0026 0,0027 0,0028 0,0029 0,0030 0,0031 0,0032 0,0033 0,0034 0,0035| [1,2 [0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
-2,6 [0,0036 0,0037 0,0038 0,0039 0,0040 0,0041 0,0043 0,0044 0,0045 0,0047| |1,3 [0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
-2,5 [0,0048 0,0049 0,0051 0,0052 0,0054 0,0055 0,0057 0,0059 0,0060 0,0062| |1,4 [0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
2,4 [0,0064 0,0066 0,0068 0,0069 0,0071 0,0073 0,0075 0,0078 0,0080 0,0082| [1,5 [0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
-2,3 |0,0084 0,0087 0,0089 0,0091 0,0094 0,0096 0,0099 0,0102 0,0104 0,0107| |1,6 |0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
-2,2 |0,0110 0,0113 0,0116 0,0119 0,0122 0,0125 0,0129 0,0132 0,0136 0,0139| |1,7 ]0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
2,1 [0,0143 0,0146 0,0150 0,0154 0,0158 0,0162 0,0166 0,0170 0,0174 0,0179| |1,8 ]0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
-2,0 |0,0183 0,0188 0,0192 0,0197 0,0202 0,0207 0,0212 0,0217 0,0222 0,0228| |1,9 [0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
1,9 [0,0233 0,0239 0,0244 0,0250 0,0256 0,0262 0,0268 0,0274 0,0281 0,0287| [2,0 [0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
-1,8 [0,0294 0,0301 0,0307 0,0314 0,0322 0,0329 0,0336 0,0344 0,0351 0,0359| [2,1 [0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
-1,7 [0,0367 0,0375 0,0384 0,0392 0,0401 0,0409 0,0418 0,0427 0,0436 0,0446| [2,2 [0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
-1,6 [0,0455 0,0465 0,0475 0,0485 0,0495 0,0505 0,0516 0,0526 0,0537 0,0548| [2,3 [0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
-1,5  ]0,0559 0,0571 0,0582 0,0594 0,0606 0,0618 0,0630 0,0643 0,0655 0,0668| [2,4 [0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
1,4 |0,0681 0,0694 0,0708 0,0721 0,0735 0,0749 0,0764 0,0778 0,0793 0,0808| [2,5 [0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
-1,3 |0,0823 0,0838 0,0853 0,0869 0,0885 0,0901 0,0918 0,0934 0,0951 0,0968| [2,6 ]0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
-1,2 |0,0985 0,1003 0,1020 0,1038 0,1056 0,1075 0,1093 0,1112 0,1131 0,1151| [2,7 ]0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
-1,1 [0,1170 0,1190 0,1210 0,1230 0,1251 0,1271 0,1292 0,1314 0,1335 0,1357| [2,8 [0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
-1,0 ]0,1379 0,1401 0,1423 0,1446 0,1469 0,1492 0,1515 0,1539 0,1562 0,1587| [2,9 [0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
-0,9 [0,1611 0,1635 0,1660 0,1685 0,1711 0,1736 0,1762 0,1788 0,1814 0,1841| [3,0 [0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
-0,8 [0,1867 0,1894 0,1922 0,1949 0,1977 0,2005 0,2033 0,2061 0,2090 0,2119| [3,1 [0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
-0,7 [0,2148 0,2177 0,2206 0,2236 0,2266 0,2296 0,2327 0,2358 0,2389 0,2420| [3,2 [0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
-0,6 [0,2451 0,2483 0,2514 0,2546 0,2578 0,2611 0,2643 0,2676 0,2709 0,2743| [3,3 |0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
-0,5 |0,2776 0,2810 0,2843 0,2877 0,2912 0,2946 0,2981 0,3015 0,3050 0,3085| [3,4 |0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
-0,4 |0,3121 0,3156 0,3192 0,3228 0,3264 0,3300 0,3336 0,3372 0,3409 0,3446| [3,5 [0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
-0,3 [0,3483 0,3520 0,3557 0,3594 0,3632 0,3669 0,3707 0,3745 0,3783 0,3821| [3,6 [0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
-0,2 |0,3859 0,3897 0,3936 0,3974 0,4013 0,4052 0,4090 0,4129 0,4168 0,4207| [3,7 [0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
-0,1 [0,4247 0,4286 0,4325 0,4364 0,4404 0,4443 0,4483 0,4522 0,4562 0,4602| [3,8 [0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
0,0 |0,4641 0,4681 0,4721 0,4761 0,4801 0,4840 0,4880 0,4920 0,4960 0,5000| [3,9 {1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000




Distribuic&o de Student - cauda da direita

Pr (t > tar) = alfa

| | | | |
Nivel de
significancia - alfa
GL 0,250 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
1 1,000 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 0,816 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 0,765 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0,706 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 0,697 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 0,694 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 0,690 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 0,689 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 0,688 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 0,688 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 0,687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 0,686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 0,686 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 0,685 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 0,684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 0,684 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 0,684 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 0,683 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 0,683 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
inf 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576




Distribuicdo do Qui Quadrado - cauda da direita

Pr (QQ > QQar,) = alfa

| | | | | | | | |
Nivel de
significancia alfa
GL ]0,995 0,990 0,975 0,950 0,900 0,010 (0,050 |0,025 |0,010 |0,005
1 0,0000 10,0002 |0,0010 |0,0039 0,016 6,635 |3,841 |5,024 |6,635 |7,879
2 0,010 0,020 0,051 0,103 |0,211 |9,210 |5,991 7,378 |9,210 |10,597
3 0,072 0,115 0,216 |0,352 |0,584 11,345 7,815 (9,348 |11,345 |12,838
4 0,207 |0,297 |0,484 0,711 (1,064 13,277 9,488 11,143 |13,277 14,860
5 0,412 0,554 10,831 1,145 |1,610 |15,086 11,070 12,832 |15,086 16,750
6 0,676 10,872 1,237 [1,635 |2,204 16,812 12,592 14,449 16,812 18,548
7 0,989 11,239 1,690 |2,167 |2,833 18,475 14,067 /16,013 18,475 20,278
8 1,344 1,647 |2,180 |2,733 |3,490 |20,090 15,507 /17,535 |20,090 |21,955
9 1,735 |2,088 |2,700 [3,325 [4,168 |21,666 16,919 19,023 |21,666 |23,589
10 2,156 2,558 3,247 3,940 (4,865 |23,209 18,307 20,483 23,209 25,188
11 2,603 3,063 3,816 [4,575 |5,578 [24,725 19,675 21,920 24,725 26,757
12 3,074 3,571 4,404 5,226 16,304 26,217 21,026 23,337 26,217 28,300
13 3,565 4,107 5,009 |5,892 |7,041 |27,688 22,362 24,736 27,688 29,819
14 4,075 4,660 |5629 6,571 7,790 |29,141 23,685 |26,119 |29,141 31,319
15 4,601 |5,229 16,262 |7,261 8,547 30,578 24,996 [27,488 30,578 32,801
16 5142 5,812 16,908 |7,962 (9,312 |32,000 26,296 28,845 |32,000 34,267
17 5697 16,408 |7,564 8,672 10,085 33,409 27,587 /30,191 33,409 35,718
18 6,265 7,015 8,231 9,390 /10,865 34,805 28,869 31,526 34,805 |37,156
19 6,844 7,633 8,907 |10,117 |11,651 36,191 30,144 32,852 36,191 38,582
20 7,434 18,260 9,591 10,851 12,443 37,566 31,410 34,170 |37,566 39,997
21 8,034 18,897 10,283 |11,591 [13,240 38,932 32,671 35,479 38,932 41,401
22 8,643 19,542 110,982 12,338 14,041 40,289 33,924 36,781 (40,289 (42,796
23 9,260 /10,196 |11,689 |13,091 14,848 41,638 35,172 38,076 41,638 44,181
24 9,886 10,856 |12,401 |13,848 |15,659 42,980 36,415 39,364 42,980 45,558
25 10,520 |11,524 |13,120 |14,611 |16,473 |44,314 37,652 |40,646 (44,314 46,928
26 11,160 12,198 (13,844 |15,379 |17,292 (45,642 38,885 41,923 (45,642 |48,290
27 11,808 12,878 |14,573 |16,151 18,114 46,963 40,113 43,195 (46,963 |49,645
28 12,461 13,565 |15,308 16,928 |18,939 48,278 41,337 44,461 48,278 50,994
29 13,121 |14,256 (16,047 (17,708 |19,768 49,588 42,557 45,722 149,588 |52,335
30 13,787 14,953 |16,791 18,493 |20,599 50,892 43,773 46,979 (50,892 |53,672




Distribuicdo F - cauda da direita

Pr (F > Fa|fa(n1,n2)) = alfa

Nivel de significancia - alfa= 0,05 Nivel de significancia - alfa= 0,05

nl |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30 40 60 120 500
n2 n2
1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 2405 1 2419 2439 2459 248,0 250,10 251,1 252,2 2533 254,1
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 2 19,40 19,41 19,43 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,49
3 10,13 955 928 9,12 901 894 889 885 881 3 879 874 870 866 862 859 857 855 8,53
4 7,71 694 659 6,39 626 6,16 6,09 6,04 6,00 4 596 591 586 580 575 572 569 566 5,64
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 5 4,74 4,68 4,62 4,56 4,50 4,46 4,43 4,40 4,37
6 599 514 476 453 439 428 421 4,15 4,10 6 406 400 394 387 381 377 374 3,70 3,68
7 559 4,74 435 412 397 387 3,79 373 3,68 7 364 357 351 344 338 334 330 327 324
8 532 4,46 4,07 384 369 358 350 344 339 8 335 328 322 315 3,08 3,04 301 297 294
9 512 4,26 3,86 363 348 3,37 329 323 318 9 3,14 3,07 301 294 286 283 2,79 275 272
10 496 4,10 3,71 3,48 3,33 322 314 3,07 3,02 10 298 291 285 277 270 266 262 258 255
11 484 398 359 336 320 309 301 295 290 11 285 279 2,72 265 257 253 249 245 242
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 12 2,75 2,69 2,62 2,54 2,47 2,43 2,38 2,34 2,31
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 13 2,67 2,60 2,53 2,46 2,38 2,34 2,30 2,25 2,22
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 14 2,60 2,53 2,46 2,39 2,31 2,27 2,22 2,18 2,14
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 15 2,54 2,48 2,40 2,33 2,25 2,20 2,16 2,11 2,08
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 16 2,49 2,42 2,35 2,28 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 17 2,45 2,38 2,31 2,23 2,15 2,10 2,06 2,01 1,97
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 18 2,41 2,34 2,27 2,19 2,11 2,06 2,02 1,97 1,93
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 19 2,38 2,31 2,23 2,16 2,07 2,03 1,98 1,93 1,89
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 20 2,35 2,28 2,20 2,12 2,04 1,99 1,95 1,90 1,86
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 21 2,32 2,25 2,18 2,10 2,01 1,96 1,92 1,87 1,83
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 22 2,30 2,23 2,15 2,07 1,98 1,94 1,89 1,84 1,80
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 23 2,27 2,20 2,13 2,05 1,96 1,91 1,86 1,81 1,77
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 24 2,25 2,18 2,11 2,03 1,94 1,89 1,84 1,79 1,75
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 25 2,24 2,16 2,09 2,01 1,92 1,87 1,82 1,77 1,73
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 26 2,22 2,15 2,07 1,99 1,90 1,85 1,80 1,75 1,71
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 27 2,20 2,13 2,06 1,97 1,88 1,84 1,79 1,73 1,69
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 28 2,19 2,12 2,04 1,96 1,87 1,82 1,77 1,71 1,67
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 29 2,18 2,10 2,03 1,94 1,85 1,81 1,75 1,70 1,65
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 30 2,16 2,09 2,01 1,93 1,84 1,79 1,74 1,68 1,64
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 40 2,08 2,00 1,92 1,84 1,74 1,69 1,64 1,58 1,53
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 60 1,99 1,92 1,84 1,75 1,65 1,59 1,53 1,47 1,41
80 396 3,11 2,72 249 233 221 213 2,06 2,00 80 195 188 1,79 1,70 160 154 148 141 1,35
100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 100 |1,93 1,85 1,77 1,68 1,57 1,52 1,45 1,38 1,31
500 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 2,12 2,03 1,96 1,90 500 1,85 1,77 1,69 1,59 1,48 1,42 1,35 1,26 1,16




Distribuigcdo F - cauda da direita

Pr (F > Fa|fa(n1,n2)) = alfa

Nivel de significancia - alfa= 0,025 Nivel de significancia - alfa= 0,025

nl |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30 40 60 120 500
n2 n2
1 647,8 799,5 864,2 899,6 921,8 937,1 948,2 956,6 963,3 1 968,6 976,7 984,9 993,1 1001,4 1005,6 1009,8 1014,0 1017,2
2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 2 39,40 39,41 39,43 39,45 39,46 39,47 39,48 39,49 39,50
3 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 3 14,42 14,34 14,25 14,17 14,08 14,04 13,99 13,95 13,91
4 12,22 10,65 9,98 960 9,36 920 9,07 8,98 8,90 4 884 875 866 856 846 841 836 831 8,27
5 10,01 843 7,76 739 7,15 698 685 6,76 6,68 5 662 652 643 6,33 6,23 6,18 6,12 6,07 6,03
6 881 726 660 6,23 599 582 570 560 552 6 546 537 527 517 507 501 496 490 4,86
7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 7 4,76 4,67 4,57 4,47 4,36 4,31 4,25 4,20 4,16
8 757 6,06 542 505 482 465 453 443 4,36 8 430 420 4,10 400 389 384 3,78 3,73 3,68
9 721 571 508 4,72 4,48 432 420 4,10 4,03 9 396 387 3,77 367 356 351 345 3,39 3,35
10 6,94 546 483 4,47 424 407 395 3,85 3,78 10 3,72 362 352 342 331 326 320 3,14 3,09
11 6,72 526 463 4,28 404 388 3,76 3,66 3,59 11 353 343 333 323 312 3,06 300 294 29
12 6,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 12 3,37 3,28 3,18 3,07 2,96 2,91 2,85 2,79 2,74
13 6,41 497 435 400 3,77 360 3,48 3,39 331 13 325 3,15 305 295 284 2,78 272 266 261
14 6,30 486 424 389 366 350 338 329 321 14 3,15 305 295 284 273 267 261 255 2,50
15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 15 3,06 2,96 2,86 2,76 2,64 2,59 2,52 2,46 2,41
16 6,12 469 408 373 350 334 322 312 3,05 16 299 289 279 268 257 251 245 238 2,33
17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 17 2,92 2,82 2,72 2,62 2,50 2,44 2,38 2,32 2,26
18 598 456 395 361 338 322 310 3,01 293 18 287 2,77 267 256 244 238 2,32 226 2,20
19 5,92 4,51 3,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 19 2,82 2,72 2,62 2,51 2,39 2,33 2,27 2,20 2,15
20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 20 2,77 2,68 2,57 2,46 2,35 2,29 2,22 2,16 2,10
21 5,83 4,42 3,82 3,48 3,25 3,09 2,97 2,87 2,80 21 2,73 2,64 2,53 2,42 2,31 2,25 2,18 2,11 2,06
22 5,79 4,38 3,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84 2,76 22 2,70 2,60 2,50 2,39 2,27 2,21 2,14 2,08 2,02
23 5,75 4,35 3,75 3,41 3,18 3,02 2,90 2,81 2,73 23 2,67 2,57 2,47 2,36 2,24 2,18 2,11 2,04 1,99
24 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78 2,70 24 2,64 2,54 2,44 2,33 2,21 2,15 2,08 2,01 1,95
25 5,69 4,29 3,69 3,35 3,13 2,97 2,85 2,75 2,68 25 2,61 2,51 2,41 2,30 2,18 2,12 2,05 1,98 1,92
26 5,66 4,27 3,67 3,33 3,10 2,94 2,82 2,73 2,65 26 2,59 2,49 2,39 2,28 2,16 2,09 2,03 1,95 1,90
27 5,63 4,24 3,65 3,31 3,08 2,92 2,80 2,71 2,63 27 2,57 2,47 2,36 2,25 2,13 2,07 2,00 1,93 1,87
28 5,61 4,22 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69 2,61 28 2,55 2,45 2,34 2,23 2,11 2,05 1,98 1,91 1,85
29 559 420 361 327 304 288 276 267 259 29 253 243 232 221 209 203 19 1,89 1,83
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 30 2,51 2,41 2,31 2,20 2,07 2,01 1,94 1,87 1,81
40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45 40 2,39 2,29 2,18 2,07 1,94 1,88 1,80 1,72 1,66
60 5,29 3,93 3,34 3,01 2,79 2,63 2,51 2,41 2,33 60 2,27 2,17 2,06 1,94 1,82 1,74 1,67 1,58 1,51
80 5,22 3,86 3,28 2,95 2,73 2,57 2,45 2,35 2,28 80 2,21 2,11 2,00 1,88 1,75 1,68 1,60 1,51 1,43
100 5,18 3,83 3,25 2,92 2,70 2,54 2,42 2,32 2,24 100 2,18 2,08 1,97 1,85 1,71 1,64 1,56 1,46 1,38
500 5,05 3,72 3,14 2,81 2,59 2,43 2,31 2,22 2,14 500 |2,07 1,97 1,86 1,74 1,60 1,52 1,42 1,31 1,19




Distribui¢cdo F - cauda da direita

PI’ (F > Fa|fa(n1yn2)) = alfa

nl

>
N

©oo~N OO~ WNE

Nivel de significancia 0,01 Nivel de significancia 0,01
-alfa= -alfa=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 nil |10 12 15 20 30 40 60 120 500
n2
4052 4999 5404 5624 5764 5859 5928 5981 6022 1 6056 6107 6157 6209 6260 6286 6313 6340 6360
98,50 99,00 99,16 99,25 99,30 99,33 99,36 99,38 99,39 2 99,40 99,42 99,43 99,45 99,47 99,48 99,48 99,49 99,50
34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 2791 27,67 27,49 27,34 3 27,23 27,05 26,87 26,69 26,50 26,41 26,32 26,22 26,15
21,20 18,00 16,69 15,98 15,552 15,21 14,98 14,80 14,66 4 14,55 14,37 14,20 14,02 13,84 13,75 13,65 13,56 13,49
16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 5 10,05 9,89 9,72 955 9,38 929 920 9,11 9,04
13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 847 8,26 8,10 7,98 6 787 7,72 756 7,40 723 7,14 7,06 6,97 6,90
1225 955 845 785 746 7,19 6,99 6,84 6,72 7 662 647 631 6,16 599 591 582 574 5,67
11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 8 5,81 5,67 5,52 5,36 520 5,12 5,03 495 4,88
10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 9 5,26 511 4,96 4,81 465 457 4,48 4,40 4,33
10,04 7,56 6,55 5,99 564 5,39 5,20 5,06 4,94 10 4,85 4,71 4,56 4,41 4,25 4,17 4,08 400 3,93
965 7,21 6,22 567 532 507 489 474 463 11 454 440 425 410 394 386 3,78 3,69 3,62
933 6,93 595 541 506 482 464 450 4,39 12 430 4,16 401 386 3,70 362 354 345 3,38
9,07 6,70 574 521 486 4,62 4,44 430 4,19 13 410 396 382 366 351 343 334 325 3,19
886 651 556 504 4,69 446 428 4,14 4,03 14 394 380 366 351 335 327 3,18 3,09 3,03
868 6,36 542 489 456 432 4,14 4,00 3,89 15 380 367 352 337 321 313 3,05 29 2,89
853 6,23 529 4,77 4,44 420 4,03 3,89 3,78 16 369 355 341 326 3,10 3,02 293 284 2,78
8,40 6,11 519 4,67 434 4,10 3,93 3,79 3,68 17 3,59 3,46 3,31 3,16 3,00 2,92 2,83 2,75 2,68
8,29 6,01 509 458 425 4,01 3,84 3,71 3,60 18 3,51 3,37 3,23 3,08 2,92 2,84 2,75 2,66 2,59
8,18 5,93 501 450 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 19 3,43 3,30 3,15 3,00 2,84 2,76 2,67 2,58 2,51
8,10 585 494 443 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 20 3,37 3,23 3,09 2,94 2,78 2,69 2,61 2,52 2,44
8,02 578 487 437 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40 21 3,31 3,17 3,03 2,88 2,72 2,64 2,55 2,46 2,38
795 572 482 431 399 376 359 345 3,35 22 326 3,12 298 283 267 258 250 240 2,33
7,88 566 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 341 3,30 23 3,21 3,07 2,93 2,78 2,62 2,54 2,45 2,35 2,28
782 561 472 422 390 367 350 336 3,26 24 3,17 3,03 2,89 274 258 249 240 231 224
777 557 468 418 385 363 346 3,32 3,22 25 3,13 299 285 270 254 245 236 2,27 219
7,72 553 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 26 3,09 2,96 2,81 2,66 2,50 2,42 2,33 2,23 2,16
7,68 549 460 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 27 3,06 2,93 2,78 2,63 2,47 2,38 2,29 2,20 2,12
764 545 457 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 28 3,03 2,90 2,75 2,60 2,44 2,35 2,26 2,17 2,09
7,60 542 454 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,09 29 3,00 2,87 2,73 2,57 2,41 2,33 2,23 2,14 2,06
7,56 539 451 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 30 2,98 2,84 2,70 2,55 2,39 2,30 2,21 2,11 2,03
7,31 518 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 40 2,80 2,66 2,52 2,37 2,20 2,11 2,02 1,92 1,83
7,08 498 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 60 2,63 2,50 2,35 2,20 2,03 1,94 1,84 1,73 1,63
6,96 4,88 4,04 3,56 3,26 3,04 2,87 2,74 2,64 80 2,55 2,42 2,27 2,12 1,94 1,85 1,75 1,63 1,53
6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 100 2,50 2,37 2,22 2,07 1,89 1,80 1,69 1,57 1,47
6,69 4,65 3,82 3,36 3,05 2,84 2,68 2,55 2,44 500 2,36 2,22 2,07 1,92 1,74 1,63 1,52 1,38 1,23







